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AVERTISSEMENT 

DE L'ÉDITEUR. 



Lorsque la première édition de cet ouvrage 
parut (en 1754), quelques affaires pressantes 
et qui obligeaient Hauteur à des absences fré^ 
quenteSj ne lui ayant permis que de jeter un 
coup dœil sur les premières feuilles ^ à mesure 
quelles s'imprimaient , il s y glissa un assez 
grand nombre de fautes , qui n'étaient pas 
toutes dans Yerrata que précédait la phrase 
ci-dessus. 

On s'est appliqué à les corriger avec soin 
dans cette nouvelle édition ; on a cru devoir 
aussi changer quelques mots pour rendre le 
style plus clair dans certains endroits^ ou en 
faire disparaître quelques négligences. On a 
mis au bas des pages un petit nombre de notes 
indiquées par des chiffres , ce qui les distingue 
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de celles de l'auteur, qui portent de petites 
lettres. On a rejeté à la fin du livre ^ sous le 
titre d' Additions, celles des notes de, l'éditeur 
qui avaient quelque étendue. 

L.e. 
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Fautes à corriger. 

Page 67, ligne i4, c*est AF qui est le côte da dodécagone, AG 
est celui du polygoue de 24 côte's. 
85, lîgn€S î5, 16, i8, ao, ai, les lettres^, h, i, *, /, o, p 

doiyent êtn marquées d'an accent. 
191, ligne a en remontant, JQH(Hl-f-4QR)-f-GF, /«e« 

JQH(HI + 4QR + GF) 
a3o, ai, GIF, lisez GMF 

a3a, 6, après une ligne droite, ajoutez àb 
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PRÉFACE 

DE L'ADTEUK. 



n est dans les scienœs certaines recherches 
qu'on pourrait à juste titre appeler les ecueils 
de l'esprit humain. Parmi celles à qui mille 
efforts inutiles ont acquis ce nom^ la. quadra- 
ture du cercle est des plus célèbres; ce n'est 
pas, on se hâte de le dire, que la Géométrie 
ne présente des questions plus utiles , plus in- 
téressantes, et, à certains égards, plus difficiles; 
mais trop relevées pour ceux qui n'ont pas fait 
de grands progrès dans cette science, elles ne 
sont guère connues que du petit nombre de 
ceux qui se sont rendu familières les nouvelles 
méthodes et les découvertes que nous devons 
au dernier siècle ^*\ 

A l'égard de la quadrature du cercle, il s'en 

^*> Ceci ët«it^rit en 1754. 
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faut beaucoup que sa célébrité soit renfermée 
dans des bornes si étroites. Plus fameuse et 
de bien plus grande importance aux yeux de 
ceux à qui la Gréométrie n'est connue que de 
nom , ou qui y sont à peine initiés^ qu'auprès 
des géomètres habiles ou intelligens^ elle ne 
cesse d'exciter des efforts infructueux ; aucun 
problème n*a été tenté à plus de reprises , avec 
des forces plus inégales et plus disproportion- 
nées à sa difficulté. La plupart de ceux qui se 
liyrént à cette recherche ont à peine une idée 
claire de la question et des moyens qui y con- 
duisent , et qui sont les seuls qu'admet l'esprit 
géométrique; c'est cependant de là que par- 
tent ces fréquens et pompeux programmes, 
qui annoncent àù public cette découverte bril- 
lante et inespérée, qui félicttentleur isiècle dé 
voir enfin éclore ce chef-d'oeuvre de nntéllî- 
gènce humaine. La classe la' plus éléni'entàîrè 
de la Géométrie test depuis !ong-femps tellcl- 
merit en possession ' de fournir seule ces heu- 
reux Œdipes, que s'arinonder âùjbtird'liui 
conime éteint eh possession, ou btcupé 'i la 
recherche de ce problème; c'est élever contre 
soi le prejugé lé |)lus légitime d'ignorance ou 
de faiblesse d'esprit. 

Malgré l'étendue que semblent, acquérir de 
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plus en pltis les connaissances mathématiques, 
il est si peu de personnes , hors les mathéma« 
ticiens deprofession, qui conçoivent ayec net- 
teté ce doiiit il: s'agit dao^ la quadrature du 
cercle, que nous avons jugé à propos de Vex* 
pliquer avant que d'aller plus Ipin. Nous 
avons eu aussi en vue cette classe de lecteurs 
à qi^ila niultitude ^^s livres, ou le temps que 
leur enlèvent leui^ occupations, ne permet 
guère d'all^V: au-delà d'une préface, et qui 
dé;îreQjt i^éanmoins d'acquérir, quelque^ con- 
naissance en tout genre* On a tâché de rendre 
celle-ci insti:uc<ive. pour eux; c^ qu'on v^ dii^ 
servira a leur fair0^ concevoir distinctement I^ 
nature du problèqi.e, et à les met;tœ en étsit 
d'apprécier avec ji^stesse de raison ceux qui en 
ajQnoncent la solution. 

, L'objet principal et primitif de la Géomé- 
trie est de mesurer les diflférentes espèces d^é- 
tendues que l'esprit considère ; mais mesurer 
n'est autre chose que comparer une certaine 
étendue à une autre plus simple, et dont pua 
une idée plus claireet plus , distincte. Fartant 
de ce principe, les géomètres ont pris la .ligne 
droite pour la mesure à laquelle ils rapporte- 
raient toutes les longueurs; le quarré pour 
celle à laquielle ils rappelleraient les surfaces 

I.. 
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quelconques ; le cobe enfin pour celle des so-^ 
lides. Ainsi rectifier une courbe^ quarrer une 
sur£sice^ cuber un solide ^ ne sont autre chose 
que déterminer leur grandeur, les mesurer. 
Quarrer un cercle n'est donc pas, conime Tî- 
magine un vulgaire ignorant, faire un cercle 
quarré, ce qui est absurde; ou, comme sem- 
blent le croire certaines gens , faire un quarré 
d'un cercle; mais mesurer le cercle, le compa- 
rer à une figure rectiligne, comme au quarré 
de son diamètre, et connaître son rapport pré* 
cis avec ce quarré; ou enfin, parce que l'un 
dépend de l'autre, déterminer le rapport de la 
circonférence avec le diamètre ^'^. Lorsqu'on 
dit un rapport précis, on entend parler de cette 
exactitude qui est la vérité même, de cette 
exactitude avec laquelle le triangle est la moi- 
tié d'un parallélogramme de même base et 
même hauteur, et une parabole ses deux tiers. 
Quant aux mesures qui ne s'écartent que de 
très peu de la vérité, quelque insensible que 
soit cet écart, elles satisfont, il est vrai, à la 
pratique, parce que celle-ci ne peut jamais 
donner que des à peu près ; mais l'esprit géo- 

CO On peut dire aussi qu'il s'agit de construire un 
quarré dont la superficie soit égale à celle du cercle. 



DE l'auteur. 



métrique ressent toujoui^ une sorte de peine 
d jr être réduit j et il s'efforce de la secouer jus- 
qu'à ce qu'il y soit parvenu , ou qu'il ait dé- 
montré l'impossibilité de le faire. On chercha 
sans doute long-temps le rapport numérique 
de la diagonale du quarré avec son côté^ et 
quelques ignorans le cherchent encore, ou 
poussent l'imbécillité jusqu'à l'assigner. Les 
vrais géomètres ont cessé leurs poursuites de- 
puisqu'ils sont en état de démontrer que cela 
e^ impossible. H est fort probable que la qua- 
drature du cercle doit être mise dans une classe 
semblable ; il y a déjà plusieurs siëdes que les 
'habiles géomètres l'ont abandonnée, comme 
un sujet qui n'est propre qu'à les épuiser en 
efforts inutiles; ils se sont bornés à perfection* 
ner de plus en plus les moyens d'en approcher. 
En effet, au défaut d'une exactitude parfaite , 
ce qu'ils pouvaient lui substituer de mieux 
était un à peu près indéfiniment voisin. A cet 
égard , la Géoméfrie semble n'avoir rien à do* 
sirer. Archimède démontrait autrefois que la 
circonférence était plus grande que le triple et 
les — du diamètre, et moindre que le triple 
et les ^, ou le septième du même diamètre- 
La différence de ces deux termes n'est qu'un 
497*; AÛisi, il est évident qu'elle n'est qu'en-^ 



Q PBÉFAGE 

viron le i5oo' de la circonférence, et qn'en 
supposant, ce qui approche de ïa vérité, que 
cette circonférence est voisine du milieu entre 
les deux polygones, Terreur sera à peine d'un 

3ooo% 

Mais les modernes , peu satisfaits de cette 
approximation, quoique commode dans la 
pratique et dans certains cas. Font considéra- 
blement perfectionnée- On sait aujourd'hui que 
le diamètre étant 1,00000, la circonférence 
est plus grande que 5,i4i59, et moindre 
que 5,1 4160. Désire-tK>n une exactitude plus 
grande, on fait voir que, supposant ce dia- 
mètre de 1,0000000000, la circonférence 
surpasse 5, 141^9 26535, et qu'elle est sur- 
passée par 3,1415926556. L'erreur est déjà 
ici moindre que i 000000 oooo** du diamètre; 
elle est cependant encore énorme et grosîsière, 
en comparaison de celle que le géomètre peut 
prévenir; l'imagination se refuse a en con- 
cevoir la petitesse, je dirai pres(}ue infinie- 
Si l'on emploie le rapport donné par M. de 
Lagnjr^ cette erreur sera une moindre partie 
du diamètre, que Tunité d'un nombre com- 
posé de cent-vingt-six chiffres. En supposant 
les étoiles fixes si éloignées du soleil , que la 
parallaxe de l'orbite terrestre ne soit que d^une 
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seconde> c'est-à-d^e supposant un cerde dont 
le rayon fut au ni<Hns de 4 9^o ooo ooo d^mi* 
diamètres de la terre , on ne se tromperait pas 
d^ Vépaisseur d'un obeyeu aur cette immense 
circonférence ^'^ Mais que dis-je ? le rapport 
donné par Ludolph Van Ceulen, rapport com- 
pose seulement de trente-cinq cbifires, est déjà 
plus que suffisant pour préyemr cette eirtnr. 
Néanmoins^ quelle disproportion de.reiactï- 
tude de l'un avec celle de l'autre I Les plus 
communes notions de l'Arithmétique suffisent 
pour en donner une idée. 

Si Vbistoire des efforts que le problème de 
la quadrature du cerclie a occ^sionéa, n'était 
que celle des pjgmées en Géométrie qui Tont 
entrepris i elle mériterait bien peu la curiosité 
des lecteurs; mais les tentatives des géomètres 
anciens et modernes^ pour qui cette recherche 
a été quelquefois le motif d'autres découvertes 
très intéressantes , ou qui , d&espérant d'at- 
teindre précisément au but, se sont boitiés à 
en approcher de plus en plus , à l'aide de cer- 
taines méthodes fort ingénieuses; ces tenta- 



(0 Le deim-diainètre de la terre est de i633 lieues 
de 20OO toises ou 6366 kilomètres. 
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tives, clrH^> nous présentent des traits dignes 
d'attention : ce sont proprement les seules dont 
il sera question ici. Le temps m'est trop pré- 
cieux pour avoir donné un seul instant à dé- 
terrer Cfuelque ridicule auteur de quadrature; 
si j'ai parlé de quelques-uns d'eux dans un cha- 
pitre à part^ c'est uniquement de ceux qui se 
sont présentés à moi dans le cours d'autres re- 
cherches. 

Quelque peu dignes que soient ces hommes 
singuliers d'occuper le loisir d'un écrivain ju- 
dicieux^ je ne puis résister à l'envie d'en tracer 
un portrait^ qui sera avoué de tous ceux qui 
ont eu occasion de traiter avec eux. 

Trois sortes de personnes travaillent à quar- 
rer le cercle avec une pleine confiance en 
leurs succès. Je comprends dans la première 
classe ces gens qui^ sans avoir la moindre 
connaissance de la Géométrie^ ni des moyens 
qu'elle emploie dans ses recherches^ s'enga*- 
gent dans celle de la quadrature , sans savoir 
presque en quoi consiste l'état de la question. 
On les voit proposer^ avec une assurance qui 
excite la pitié ^ de grossiers mécanismes^ in- 
capables même , quand on les admettrait^ de 
conduire à des à peu près de quelque exacti- 
tude. Celui-ci entoure le cercle d'un fil délié, 



DE LitnrsuR. 9 

et pense avoir par ce moyen la circonférence 
arec la dernière précision. U y en a qui^ après 
cette belle opération ^ partagent ce fil en quatre 
parties égales^ pour faire d'une d'elles le côté 
d'un quarré qu'ils prétendent égal au cercle. 
Us ignorent cette vérité, que la Géométrie 
démontrait presque encore au berceau , savoir, 
que, de toutes les figures d'égal contour, le 
cercle est celle qui renferme le plus d'étendue. 
On en trouvera qui proposeront de faire rouler 
un cercle sur un plan bien uni, ou d'en peser 
un, formé d'une matière bien égale et unifor- 
mément épaisse, contre un quarré de même 
matière; et j'ai vu souvent de ces gens, dont 
toute la Géométrie consistait à mener mécani- 
quement une perpendiculaire ou une parallèle, 
faire, après bien des mystères, l'ouverture de 
quelqu'un de ces ridicules moyens de quarrer le 
cercle , et insulter ensuite, par un souris mo- 
queur, aux géomètres qui n'avaient pas su les 
imaginer. 

Il y a d'autres chercheurs de quadrature 
qui , un peu plus instruits dans la Géométrie, 
semblent ne s^en servir que pour s'égarer dans 
un labyrinthe de paralogismes. Les premiers 
dont j'ai parlé , gens du moins peu incom* 
modes, se contentent avec une espèce de sa-^ 
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tiafactioa philosophique d'être en possession 
du secret; mais ceux de la seconde classe ne 
manquent guère de £sitiguer les géomètres^ et 
surtout les académies^ par leur importunîté 
à solliciter l'examen et le jugement de leur 
prétendue découverte ; ils la portent de tribu- 
nal en tribunal^ c'est-à-dire d'académie en 
académie; de celles de la province^ car elles 
ont souvent des quadratures à examiner en 
premier ressort, à celle de la capitale. Ils se 
plaignent avec amertume d'une espèce de déni 
de justice, quand on refuse de les écouter, et 
ils manquent rarement de récuser leurs juges, 
ou de les prendre à partie s'ils en sont con* 
damnés ^'^. Vainement viendra^-t-on quelque- 
fois à bout de leur montrer la faiblesse de leurs 
raisonnemens : bientôt l'édifice est réparé ;,bien« 
tôt engagé dans un dédale aussi tortueux que 
le premier, notre pauvre quadrateur vient de 
nouveau harceler son juge : heureux celui-ci, 
quand il peut promptement l'obliger à le ré- 
cuser et à le citer devant le public, en lui 



^0 En 1778, un quadrateur fit assigner VAcadémie 
des Sciences devant un tribunal de justice : celui du 
Châtelet de Paris. 
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dévoiiant sa découverte. Une espèce de fyiàr* 
lit e semble avoir ordonné que tous ceux qui 
se persuadent une fois d'être ' en possession de 
la quadrature du cercle , vivront et mourront 
dans cette persuasion intime. C'est une manie 
qui y pire que celle du héros dé la Manche , 
ne les quitte pas même dans leurs derniers 
mpmens ; il n'en est aucun qui manque d'en 
appeler au jugement dune postérité plus équi-^ 
table^ à moins que^ de mauvaise humeur contre 
leur siècle , ils n'aiment mieux s'en venger en 
cachant leur secret. « Ingrats contemporains , 
j) siècle barbare ! s'écriait un d'eux dans ses 
» damiers instadd , je toulais vous enseignés 
» la plus belle découverte qui ait jamais été 
» faite.,, je Y.Qulais.vous désabuser des erreurs 
» grossières dont vous portez le joug I vous 
» m'avez rebuté : hé. bien^ je sortirai de ce 
j» monde sans l'éclairer. » Effectivement , il 
mourut sans faire part de son précieux secret, 
et les géomèitres n'ont pas eu la complaisance 
de le f egrètter. 

Il y. a une troisième espèce de'quadratéurs, 
plus singuliers encore, mais moins inconw 
modes, en ce que leur manière de penser a 
bientôt terminé l'examen de leur découverte. 
Ce sont ces esprits dune trempe, ce me sem-* 
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ble^ inconnue aux siècles passés, qui savent 
se jouer des principes les plus évidens de la 
Géométrie , qui ont le courage de heurter de 
front les axiomes du sens commun. M. Liger^ 
je ne le nomme que parce qu'il s'est nommé si 
souvent dans les Mercures et ailleurs; M. Liger 
TOUS dira, avec une grande assurance, que le 
tout n'est pas plus gi^and que la partie ; que 
la racine quarrée de 288 est exactement la 
même que celle de 289 ; que 5o a la même 
racine que 49? ©te. Il fera plus, il entre- 
prendra de vous le prouver par un mécanisme 
à peine capable d'en imposer à l'artisan gros- 
sier qui le pratique. Il établit enfin une Géo- 
métrie toute nouvelle sur les débris de l'an- 
cienne. Prétendre désabuser des esprits de 
cette espèce , c'est vouloir perdre son temps : 
quand on est venu à un pareil excès de rêve- 
rie , on a perdu le droit d'être frappé de l'évi- 
dence. 

J'ai souvent remarqué avec surprise com- 
bien peu ceux qui se livrent à rechercher la 
quadrature du cercle , ou qui croient la pos- 
séder, sont instruits de ce que les géomètres 
ont trouvé sur ce sujet ; à peine connaissent-ils 
les plus simples approximations ; et , à coup 
sûr, la manière dont on y est parvenu leur 
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est absolument inconnue; car il est mëtaphy- 
siquement impossible que , les connaissant ^ on 
se fasse illusion : aussi leur ignorance à cet 
égard est extrême; j'en appelle au témoignage 
intérieur des quadrateurs ^ sans doute en grand 
nombre , qui liront ceci. 

Cette remarque m'a porté à croire qu'un 
moyeu peut-être ejfficace de diminuer le nom- 
bre de ceux qui s'adonnent à cette recherche, 
était de rassembler, sous un même point de 
vue, les décou^vertes réelles de la Géométrie 
sur ce problème fameux. U est, en effet, à 
présumer que , si les vérités qu'on a exposées 
plus haut et plusieurs autres qu'on développe 
dans le cours de cet ouvrage, étaient plus uni- 
versellement connues, on verrait moins de 
ces malheureuses victimes d'une entreprise mal 
réfléchie. A la vérité, j'espère peu de ceux qui 
ont déjà résolu le problème; la plupart sont 
dans la disposition prochaine de nier les vé- 
rités les mieux établies, dès que la contradic- 
diction les y conduira. Le coup est porté , et 
l'on peut leur appliquer ce vers d'fforace^ 

Et tribus Anticyris caput insanabile. . . 

{Ars poét* p T. 3oo.) 

Mais je ne doute point que cette histoire ne 
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soît propre à préserver du même travers ceuit 
qui n'ont point encore l'esprit préoccupé* Elle 
pourra aussi servir à rendre le repos à quel- 
ques personnes de bcmne foi j qui^ privées des 
moyens de s^înformer de œ qu'on a déjà jfàit, 
s'épuisent en efforts inutiles. Les gens sensés 
à qui la* Géométrie est peu connue , pourront 
prendre ici une connais^oice exacte de la ques- 
tion , et porter un jugement sain et équitable 
sur les prétentions de ceux dont la vaine con- 
fiance pourrait peut -être leur en imposer. 
Pour écarter enfin cette foule de quadratevrs 
qmi 4^bsèdent '^s académies ^ ne pourrait-*op 
pas les o!bliger,k s'instruire ici,» comme par un 
préliminaiire ^ des vérités reçues, de l'aveu una- 
nime des géomètres-, sur la grandeur du 
cercle ? Les réduisant par ce moyen ou à les 
contester ou à lefi admettre, ils seront, dans le 
premier cas , indigna d'être «contés; et, dans 
le second, la conviction intime de leur erreur 
sera peut-être bien prochaine : je dis peut- 
être, car je n'oserais l'assurei' : l'ignorant, de 
même que l'homme de mauvaise foi , sait se 
ménager mille ressources que tout autre n'au- 
rait jamais imaginées. 

J'ai enfin pensé que cette suite de décou- 
vertes sur la mesure du cercle, rassemblées 
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SOUS le même point de vue y pouvait former 
un spectacle propre à flatter la curiosité des 
géomètres. Plusieurs d'entre elles méritent 
l'attention des plus habiles^ comme tenant de 
près au développement et à la perfection que 
la Géométrie a reçue dans le dernier siècle. 
Cest ce que l'on verra dairement dans le cba^ 
pitre ÏV, ou j'expose les inventions succes- 
sives àe fVàUiSj Brouncher, Newton; inven- 
tions toutes liées ensemble et aboutissant au 
calcul intégral et a plusieurs autres méthodes 
analytiques de grande importance. 

L'utilité qui parait devoir résulter d'un ou<^ 

yrage de cette nature^ et l'agrément qu'il pré- 

sente pour ceux qui sont un' peu curieux de 

comiâltre ^les pas de l'écrit humain , avaient, 

cesemble> friq)pé avant moi un analyste habile 

ÇAé^de Lagnj) t\e Oommerciumphilosophicum 

eimathemaiicùm^^f^ entre Leibnitz et 5er- 

noûUiy nous apprend qu^i} l'avait projeté. 'Ce 

géomètre, leiléau dés quadratêurs de son temps, 

était' eix état dé remplir parfaitëmient cet objet, 

et y ai été surpris de. voir que M. Leibnitz, dans 

le même recueil de lettres, semble se défier de 



C«) Pages 3oo, 3o2, II* voL 
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$a capacité y et craindre qu'il ne donnât qu'un 
ouvrage imparfait^ à moins qu'il ne le lui 
communiquât ou à M. BemouUL J'ai re- 
cherché quelle pouvait être la cause d'une dé- 
fiance si mal fondée > et je pense l'avoir trou-» 
vée. Leibnitz craignait apparemment que M. de 
iMgnjr n'ajoutât trop de foi à ce qu'il appelait 
les calomnies des Anglais ^ au sujet de ses dé- 
couvertes dans les nouveaux calculs, dont l'une 
est la quadrature du cercle exprimée par une 
suite infinie de nombres; découverte dont il 
fut pendant long-temps fort jaloux^ et que les 
Anglais l'ont accusé d'avoir empruntée de 
Gregorjr. D'un autre côté, M. de Lagnjr^ quoi-* 
que connaissant les calculs de l'infini, fut tou« 
jours un de ceux qui négligèrent avec affecta- 
tion d'en fedre usage ; et peut-être , à cet égard, 
était-il à craindre en effet qu'il ne leur rendit 
pas toute la justice qui leur était due. Je saisis 
cette occasion de. justifier un autre acadé-^ 
micien encore vivant , qu'on voit traité dans 
le même endroit avec autant d'injustice ^')* 
Celui-ci méritait encore moins d'être enve-- 



CO C'est Nicole : il était né en i683 et mourut en 
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loppe dans ce jugement précipité, qui n avait 
aacun fondement, si ce n'est que Fun et l'autre 
de ces académiciens n'étaient point connus de 
Leibnitz. Mais comment le dernier Faurait-il 
été, puisqu'il ne Ësiisait alors que d'entrer dans 
la carrière de la Géométrie? Les sayans mé- 
moires qu'il a donnés bientôt après dans les 
recueils de l'Académie, et qui prouvent qu'il 
était dès lors également versé dans l'une et 
l'autre analyse , auraient non-seulement calmé 
les craintes de Leibnitz, mais lui auraient attiré 
son estime. 

Je n'ai rien dit, dans le cours de cetOu*- 
vrage, de l'auteur de l'étrange prospectus et 
de quelques autres pièces de la même nature , 
qui nous annoncèrent l'été passé la quadrature 
du cercle. Far égard pour son nom et ses 
autres qualités qui le rendent estimable à ceux 
qui le connaissent, en même temps qu'ils le 
plaignent de sa manière de penser, qui n'a 
peut-être jamais eu d'exemple, je voulais me 
taire sur la singularité de ses prétentions, mal- 
gré le bruit qu'elles faisaient dans le monde. 
J'espérais que quelques amis ou versés , ou du 
moins plus instruits dans la Géométrie, le re- 
mettraient sur la voie de la vérité; mais la pu- 
blication de sa prétendue quadrature, dans un 
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il n'y avait qu'à en extraire la racine quarrée 
par le procédé ordinaire : seulement, de 
même que dans les extractions de racines 
des nombres . qui ne sont pas des puissances 
exactes y l'opération ne se terminera pas. Par 
cette méthode , la plus simple de toutes , du 
moins dans ce cas particulier, on trouve*. • 
Vi — a:% comme ci-devant, égal à 

i—~ — g- — ^—^-^~etc-,ce qui, suivant 

la méthode de fFalliSj donne pour l'aire du 

*p3 m5 y 7 

cercle la même suite x — -^ — 7- — — — etc. 

Ces trois méthodes différentes, et qui con- 
duisent précisément à la même valeur de Taire 
du cercle, doivent se servir de confirmation 
mutuelle auprès de ceux pour qui cette ana- 
lyse serait trop relevée : elles n'ont pas be- 
soin de ce secours auprès des géomètres, pour 
qui elles auront chacune en particulier assez 
d évidence. Je remets à tirer plus bas quelques 
conséquences et à donner quelques détails en 
faveur de ceux que ces vérités générales ne 
satisferaient pas. 

X. 

L'invention des calculs différentiel et inté- 
gral, ou, comme on les nomme en Angle- 
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terre, des fluxions etdesfluentès, succéda bien- 
tôt à ces premières découvertes sur la mesure 
du cercle, et en fournit de nouyelles. L'illustre 
Newton en était déjà possesseur en 1668. ilfer- 
cator puMiait alors sa Logarithmotechnie^ ou- 
vrage dans lequel, comme on sait, il quarrait 
Thyperbole par une suite infinie, 6t en tirait 
la construction des logarithmes. C'est une dé- 
couverte qui, dès les années i665, 1666, était 
familière à Newton ^ inconnu encore et ne 
cherchant point à se faire connaître j car il ra- 
conte qu'il s'amusa alors à calculer les loga- 
rithmes par la quadrature des aires hj^perbo- 
liques. Pudet dicere^ écrivait-il à Oldenburgh^ 
en 1676, ad quot Jlguranan loca has compu- 
tatianes otiosus eo tempore perduxL Nom tune 
sane mmis delectabar inventis hisce. 

La publication de Touvrage de Mercator^ 
qui aurait excité un autre à divulguer tant de 
découvertes, faillit au contraire à déterminer 
Newton à supprimer toutes les siennes. U se 
persuada que Mercator, après avoir trouvé la 
quadrature de l'hyperbole, 1^ tarderait pas à 
rencontrer celle du cercle, ou que, si elle lui 
échappait, d'autres étendraient sa découverte 
et l'appliqueraient à cette courbe. Il n'y avait 
en effet qu'un pas à faire, et y,n pas en appa- 
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rence peu difficile ; mais ce n'est pas \k le seul 
exemple dans l'histoire des sciences, où l'on 
voit une découverte manquée par celui -«là 
même qui l'avait amenée à sa maturité. Newton 
enfin ne croyait pas ^re encore d'un âge assez 
mûr pour écrire : trait admirable et unique de 
modestie dans un génie si supérieur I Qu'il de* 
vrait être gravé dans l'esprit de ces hommes 
dont les ouvrages prématurés annoncent la té" 
méraire entreprise d'instruire le public de ce 
dont ils ont à peine une légère teinture I 

Ce ne fut que sur les instances de Barrow 
que Newton se détermina à communiquer ses 
découvertes analytiques. Bavrow était venu à 
connaître sur ces entrefaites cet homm^ rare, et 
il en avait senti tout le mérite ; car il était luî^ 
même homme de génie et grand géomètre. 
Newton lui remit, aussitôt après la publication 
de la Logaritkmotechnie de Mercator^ un écrit 
intitulé jénaljrsis per (Bquationes numéro ter- 
minorum infinitaSj qui fut euToyé à CoUins, le 
Mersenne de l'Angleterre^'^ Dans ce traité, ina- 
primé dans le Commercium epistolicum^ sur la 
copie de ColUns^ collationnée au manuscrit de 

^') On sait que celui-ci était en correspondance avec 
presque tous les sa vans de son temps. 
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Newton j on UtmT6 presque tdut le «tdcul ttio- 
derne : les quadratures et les rectifications des 
courbes, soit de celles qui ett sont susceptibles 
en termes finis, soit de celles qui ne les ad-- 
mettent qu'en suite infinie ; la formation de cift 
suites, leur retour, l'extraction des racines, la 
résolution approchée des équations de tous les 
degrés; le principe enfin du calcul des fluxions 
et des fluentes, qui j est clairement énoncé et 
déduit du mouvement ^t i4 du Comm. episi.f 
pu Newtoni Opuscula, 1. 1, p. 18). Une expo- 
sition plus détaillée de toutes ces découvertes 
appartient à une histoire particulière de l'Ana- 
lyse. On se bornera ici à ce qui regarde spécia- 
lement la metoredu cercle^ que Newton, dans 
cet écrit, perfectionne de bien des manières^ 11 
j enseigne à trouver indéfiniment la grandeur 
de Tare, soit par la connaissance du sinus verse, 
c'est-h-dire de l'abscisse commençant à l'ex- 
trémité du diamètre, comme AD (Jig. 19), soit 
par celle du sinus droit ou de l'abscisse pre- 
nant son origine au centre. II en hh de même 
de l'aire; ainsi, supposant le rayon du cercle 
égal à I, Taire du segment BCDE, qui rép4>nd 
à rabscisee;r ou CD, est égade à l'expression 
x^ âfi a^ 
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et l'arc BE est égal à la suivante, 

JC+7f+-r-+ h etc. 

^^ 6 ^^ 40 ' lia ' 

Au reste , les coefficiens 5,7-, — f etc. sont 
' 6' 4^' 112' 

équivalens à ±^, ^, ^|^, etc. , ce 

qui donne le moyen de continuer la progrès-- 
sion. Mais si Ton yeut la grandeur du segment 
ADE , nommant AD=a:^ et le rayon i, sa 
valeur est 

j/xp4 o£^ x^ 3x^ 

|/2L3^~5 4.7.2 — 4.6.9.4 



'415:8.11.8 4.6.8.10.13.16 ®^^ 



qui, à partir du troisième terme ^ présente une 
loi facile à saisir^ si Ton observe que le dernier 
facteur du diviseur va toujours en doublant. 
Les dénominations restant les mêmes, ta valeur 
de Tare AE est 

On peut enfin ^ par la méthode du retour des 
suites^ trouver la grandeur du sinus » soit verse^ 
soit droite étant donné Tare ou Taire. Newton 
en offre quelques exemples : lare AE étant z^ 
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le rajron i^ le sinus verse AD est égal à la 

suite 

2~a.3.4'**2.3.4.5.6~2.3.4.5.6.7.8"*"®^"' 

JS' z* , z^ z* 

ou — — -.-1 ■ "/ o +etc>y 

et le sinus DE à celle-ci : 

?! -i- *^ -^ j- ^ 

^ " 6 *^ 120 ~ 6040 **" 362880 ^^^* 

H est aisé d'apercevoir que les diviseurs nu- 
mériques sont ici les produits successifs à. 5, 
a.5.4*^> 2.5.4.5.6^7, etc. 



XL 



Les découvertes de Newton ayant été pu- 
bliées et communiquées à divers géomètres, 
par l'entremise de ColUnSj celui qui se hâta 
le plus d'y ajouter, et qui le fit le plus heu- 
reusement, fut Jacques Gregorjr/ c'était un 
géomètre de grande espérance, un homme à( 
seconder Neivton, si la mort ne l'eût enlevé à 
U fleur de son âge. Il l'avait précédé dans l'in- 
vention du télescope catadioptrique , et il mar- 
ché de près sur ses traces dans quelques-unes 
de s^s découvertes analytiques. 
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A petiprès dans le loéme temps que J^îm^ton 
se disposait à répondre aux instances àeBarroWy 
Gregorjr puUiait dans ses Exercitationes Geo- 
metricm, une suite infinie pour exprimer Taire 
du cercle : cet ouvrage parut peu après celui de 
Metcator. La suite de Gregor/ est celle-ci r 

41 

^^~3 ""g^^TSêJ*"" i"T34S55î""74844oo^/*""®^^' 

Le rayon est désigné dans cette expression par r; 
€2 est k moitié du côté du cpiarré inscrit, et à 
la différence du rayon ayec œ c6té ^'\ Cette 
suite converge asses rapidement ; elle n'a que le 
désavantage d'être formée de termes un peu 
compliqués, et dont on n'aperçoit pas la loi. 

Gregorjr fut bientôt informé par Collinsj de la 
découverte de Netvton^ sur l'aire des courbes, 
et eirt coœmtuyîcation de quelqu«s«-unes àed 
suites de; ce dernier; mais préoccupé de sa mé*- 
tbode et de la smte qu'il avail trouvée , il crut 
d'tfbcvd que eeUes de Newton devaient avoir la 
même origine,. ce qui les lui rendit moins re-- 
narquables; Voyant même qu'elles ne se rïip-' 
portaient point au<x sienne», il conçut quetqn^ 
doutes s» leixr légitimité ; mais ce ne M 

(0 Commercium ^isêtàcum^ p. 3gK4^ 
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qu'un sentmientpasdager^ aaqoet meeëda bien* 
tôt celui de la justice que méritaient les iirren*- 
tions de JVewtçn. Non -seulement Gregorjr 
s'assura de leur vérité ^ mais à l'aide d'une 
profonde méditation^ il parvint à découvrir 
la méthode que Newton s'était fiMtnée. On lui 
rend ce témoignage dans jJn^eurs endrcnts du 
Commereîum epist. ^\ Il t^nvoya bientôt après 
à Collms la suite pour exprimer l'arc par la tan-» 

gente, savoir, a^t-^ ^ + ^^^^+eic., 

où ^ est la tangente 9 r le rayon » et a Faxc 
cherché. Cette suite ^ l'une des pkis élégantes 
par sa simplicité et la régularité de la loi de 
ses termes ;r est^ tout compensé, celle qui, 
maniée avec adresse ^ fournit les approxima* 
tions les plus commodes. Gregarj donna, aussi 
des suites pour exprimer, par lare, la tangente 
et la sécante , et même pour en tirer ioimé-* 
diatement leurs logarithmes* La rectification 
de Tellipse et de l'hyperbole, en suites infinies^ 
que Collins ne lui avait point communiquée, 
était aussi de ce nombre. Je n'ai fait mention 
de ces dernières découvertes ,, étrangères à mon 
suj^et, que pour justifier les éloges que j'ai 
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donnés à ce grand géomètre : j.e reprends le fil 
de mon histoire^ 

XII. 

On doit reconnaître^ et c'est une vérité dont 
le Commercium epistoUcum fournit des preu- 
ves, que toutes ces nouveautés brillantes d'a- 
nalyse prirent naissance en Angleterre^ et que 
les géomètres du continent y eurent alors peu 
de part : ce fut seulement quelques années 
après (en 1674) que Leibnitz trouva sa suite 
pour le cercle, savoir, i — f + j -— -^H- etc. , 
le diamètre étant l'unité. On ne peut discon- 
venir que cette suite soit la même au fond 
que celle de Gregorjr^ qui trouvait (faisant le 
rajon = 1 et la tangente aussi = 1) la même 
expression pour le demi-quart de cercle, ou 
Tare de 45* j cependant plusieurs circonstances 
doivent écarter l'imputation de plagiat intentée 
à ce sujet contre Leibnitz. 

i*. Cette découverte est chez lui une suite de 
la méthode de transformation qu'il avait ima- 
ginée pour débarrasser l'expression de l'ordon- 
née du cercle de l'irratîonnalité qui l'accom- 
pagne, afin d'y appliquer le développement 
de Mercator. Cette méthode, exposée au long 
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dans le cours SOzanam^ avait été comnrani*- 
qaée aux géomètres vers Fan 1674* Leibnitz 
s'est plaint plusieurs fois du silence de cet écri-» 
vain sur l'auteur de cette ingénieuse inven- 
tion^ dont on serait ainsi tenté de (aire honneur 
à Ozanamj si l'on ne savait que ce mathéma- 
ticien était d'une classe bien inférieure à celle 
des analystes dont il est question ici. 

a^. La bonne foi de Leibnitz parait évidem* 
ment dans les lettres qu^l écrivait sur cela à 
Oldenburghj en 1674^ ^t dans lesquelles il lui 
faisait part de sa découverte avec une sorte de 
transport ^''^ Croira-t-on qu'il eût été si peu fin 
que de tenir un pareil langage s'il l'avait reçue 
de CoUins ou d'Oldenburgkj comme on l'a 
prétendu faire soupçonner? Les réponses de 
Collinsle lui auraient bien rappelé; mais ce 
secrétaire de la Société royale de Londres se 
contente, au contraire, d'informer Leibnitz, 
comme pour la première fois, des progrès que 
Newton et Gregory avaient faits dans l'analyse. 
Ces raisons me font penserqu'il y aurait de Tin- 
justice à dépouiller Leibnitz de cette décou-^ 
verte, comme ont voulu faire quelques partisans 
trop zélés de la gloire de la nation anglaise. 

<*) Comm, epiêt. , p. 87. 
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Newton j plus équitable > et sachant que ce qui 
s'était pr^nté à Gregotj pouvait aussi avoir 
élé trouvé par Leibnitz au-^delà des mers, ne 
fait poiot de difficulté de l'appeler la suite dé 
Leibmiz^*\ Celuv^ avait eu dessein de la pu-^ 
blier dans un traité particulier qu'il se pro* 
posait d'intituler Qmubttiura wUhmetica^ il 
est souvent parlé de oe projet dans le Com^ 
mercium epistoUcum. Sans doute , lorsque 
Leibnitz fut en possession de plus grandes 
découvertes, celle-ci ne lui parut plus asses 
remarquable pour en faire la matière d'un ou- 
vrage : il en donna le précis dans les Actes de 
LeipsiCj année 168^ (p. 4i)> sous le titre de 
De verà proportione circuU ad quadratum cir^ 
cumscriptum in nwneris rationaUbus. 

XIII. 

Les raisons que je viens de présenter pour 
disculper Leibnitz de l'accusation de plagiat in- 
tentée contre lui, recevront un nouveau poids 
de la remarque suivante : c'est que la décou- 
verte dont il est ici question semble n'avoir 
pas été d'une difficulté si grande^ qu'elle ne 



^•) Comm, epist. , p. 79, et ailleurs. 
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se soit présentée en même temps à divers géo- 
mètres. Elle n'a point échappé à de Lagny, 
si nous l'en croyons lui-même : il nous assure, 
dans les Mémoires de tAcad. de 17 19 (p. 144) 
qu'il avait trouvé, dès l'année 1683, la même 
suite, nullement informé encore de ce que Gre^^ 
gory et Leibnîtz avaient fait à ce sujet; et l'on 
n'en sera point surpris , car cette année-*Ià est 
la première où fut publiée la suite en ques- 
tion dans les Actes de Leipsic. DeLagnjr^ alors 
à Toulouse, ne pouvait que difficilement avoir 
connaissance, soit des lettres de Leibnîtz et de 
Newton^ toujours restées entre des mains pri- 
vées, soit de ces journaux que l'Allemagne 
voyait tout nouvellement paraître. Ajoutons 
à cela que la méthode de de Lagny^ de même 
que celle de Leibnitz^ dont elle diffère cepen- 
dant, donne du poids à ce qu'il dit; car elle 
parait avoir été imaginée dans les mêmes 
vnes, je veux dire pour éviter llrrationnalité, 
qui seule empêchait d'appliquer au cercle la 
méthode de division de Mercator^ la seule 
encore connue pour quarrer les figures. Si de 
Lagrtjr a pu faire cette découverte, ne sera-t-il 
pas vraisemblable que LeibnitZj qui a donné 
des preuves d'un génie fort supérieur. Tait 
aussi faite dans les mêmes circonstances ? 
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XIV. 

Depuis que le calcul intégral a fait des pro- 
grès parmi les géomètres , rien n'est plus connu 
que les différentes expressions qu'on vient de 
donner du cercle et de ses parties : il ne ùluI 
qu'être initié dans ce calcul pour les trouver. 
On ne s'attachera donc point à les développer 
ici par son moyen ; ceux qui l'ignorent peu- 
vent consulter les ouvrages qui en ont traité : 
voici seulement quelques expressions du cercle, 
qu'on n a pas pu faire connaître dans le cours 
de la narration précédente. 

Si la corde d'un arc est x, le diamètre i. Je 
segment est égal à 

Cela est aisé k démontrer, soit en le tirant im- 
médiatement de l'expression du petit triangle 

ABC (Jig. 20), qui est —7= soit en le 

2 y I — j:" 

dérivant de la suite qui exprime le demi-seg- 
ment ADE^ la demi-corde A£ étant =: ^x. 

On a donné précédemment, d'après Leibnitz 
et^negon, la suite i — i-^-j— i^-etc^pour 
l'expression de Tare de 45% ou de l'aire du quart 
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de cercle, le rayon étant i. Newton a teonvé 
que la suite i + j — i--i+i+ i— etc., 
exprimait aussi l'arc de 90% la corde étant l'u- 
nité, et le rayon étant conséquemment U-- 

Voici encore une autre manière d'exprimer 
l'aire du cercle. Que le diamètre soit 1, et la 
tangente «==i, l'aire de tout le cercle sera la 
somme de ces trois suites: 

'—3 + 5— 7-»- 9— etc., 

* + 3 — 5 —T + g^-etc., 
<*-3-f-j-etc.co 

Je passe à présent a montrer l'usage de ces 
expressions^ qu'on n'a encore envisagées que 
d'une manière générale. 

XV. 

. B est d'abord évident que chacune de ces 
suites fournit un moyen commode pour trou- 
ver la grandeur approchée de tout segment, 
de tout secteur, de tout arc de cercle , lorsque 
la valeur de l'indéterminée qui lui convient 

^*) Commercium epùtolicuTn, p. 77 et 79. 

10 
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Mra aisez petite pour faire converger la suite 
rapidement : je vais m^expliquer par un exem- 
ple. Que Ton demande Taire du segment BCDE 
C%- ^9)^ ^^ Tabcisse n'est qu une petite partie, 
par exemple un tiers du rayon ; alors la suite 
qui convient à ce cas ^ savoir, 



h'^-TX'5'^~^^- 



se réduira à 
I I 



3 "" 07^ ~ 2. 4.5. a43 ~" ®**^* ' 

ou f-.i-^-«*'^- 

Or il est visible que les deux premiers termes 
seuls donnent la grandeur de ce segment à 
moins d'un 9000* près. Ainsi, le plus souvent, 
un très le'ger calcul approche extrêmement de 
la vérité ; et dans d'autres cas moins avanta- 
geux, l'emploi de 4» ^ ou 6 termes suffira. Je 
ne m'arrête pas davantage à ceci ; dans d'autres 
cas où la suite ne serait paâ fort convergente, 
oa pourra même éviter la peine de sommer Un 
nombre médiocre de termes : 11 y a des mé- 
thodes que l'on indiquera, et par lesquelles 
on convertit une suite peu convergente en une 
autre qui Test beaucoup. 
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XVL 

Lorsque Ton a voulu obtenir par ces suites, 
de grandes approximations de la valeur en- 
tière du cercle, on a cherché, pour diminuer 
le travail , les cas les plus avantageux pour les 
faire converger* Si voulant , par exemple , 
exprimer l'aire du quart de cercle , on s'était 
contenté de donner à l'abscisse x la valeur t 
qui lui convient alors, dans la suite • 

oc — ^3(? — 7-ar*— — jc'— etc. , on aurait eu 
64^ 112 

I — g — 7- — — — etCi , qui est en eflFet la 

vraie grandeur du quart de cercle. Mais comme 
cette suite converge peu , il faudrait sommer 
• un grand nombre de termes , peut être trente 
ou quarante, pour en tirer une approxima- 
tion seulement en dix décimales; au lieu qu'en 
faisant x égal à ■^, le travail est considérable- 
ment abrégé ; car alors Tare BE étant le \ 
du quart de cercle, si de la valeur de BCDË 
on ôte le triangle CDE connu, le reste, savoir, 
le secteur BCE, triplé, sera le quart de cercle. 
Or la valeur de BCDE converge assez rapide- 
ment pour la trouver sans beaucoup de peine; 

car la suite x — —5 — ^ , fC ^ \ a ^ — etc. , 

2.3 2.4*^ 2*4-t>.7 ' 

10.. 
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lorsqu'on fait jp= -^ se convertît en -— — 5-^ 

1 1.3 - _ . - 

, ^ ^ ■ — r-â Q— etc., qui estcom- 

2. 4. 5. 32 2. 4-6. 7. 128 '^ 

posée de fractions assez sensiblement dëcrcns^ 

santés. 

On s'engagerait au reste dans d'étranges cal- 
culs , si l'on entreprenait de sommer ces frac- 
tions à la manière ordinaire : la méthode des 
fractions décimales en diminuera considérable- 
ment la fatigue. 

Cependant cette méthode elle-même ne 
suffirait pas^ si l'on n'usait encore de quelque 
adresse pour s'épargner quantité d'opérations 
superflues. En effet , en calculant chaque terme 
de la manière qui se présente d'abord , il fau- . 
drait, après avoir trouvé le numérateur et le 
dénominateur de chaque fraction, augmenter 
le numérateur d'un certain nombre de zéros, 
et puis diviser par le dénominateur, qui 
bientôt serait composé d'une multitude de 
chiffres. Or, on voit aisément combien ce 
procédé serait laborieux et incommode; au 
lieu qu'avec un peu d'attention, il se pré^ 
sente un moyen de l'abréger considérable- 
çient. Ce moyen consiste à mettre la suite 
proposée sous une autre forme, dans laquelle 
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chaque terme se déduit du précédent^ en Taf- 
fectant d'un coeiBcient dont la progression 
est facile à apercevoir. Ayant, par exen^ple, 
nommé le premier terme négatif A, le second 

est = , ^ , , comme il est aisé de le vérifier 
4.5.4' 

en mettant au lieu de A sa valeur; nom- 
mant ensuite fi ce second terme, le troisième 

devient C= -^—jf et le quatrième D = g^^» 

de manière que la suite entière parait sous 
cette formé : 

2 2.6.4 4-54 6.7.4 8.9.4 io,u.4 
— • etc. , 

où il suffit de la plus légère inspection pour la 
continuer à rinfîni. 

Supposons donc à présent qu'il s'agisse de 
déterminer avec 9 décimales , Taire du quart 
de cercle , comparée au quarré du rayon ; 
nous emploierons pour cela la suite prépa- 
rée comme l'on vient de voir, où l'abscisse % 
a été faite = \y afin de trouver le segment 
BCDE. J'ai calculé en particulier chaque terme 
jusqu'à 13 décimales, afin d'être assuré que 
la neuvième du résultat est exacte. Nous au- 
rons donc d'abord ^=so,5oooo 00000 00 et ^ 
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:s o,03o83 33333 33 ; ensuite multipliant ce 
nomlnre par 3 , et le divisant par le produit de 

4*5, 4f ou 8o, on a pour quotient 

0,000781249999» ^c même, multipliant ce- 
lui-ci par i5 et divisant par 168, on trouve le 
terme C=: o, 00006 97544 64 > et ainsi à Tégard 
des autres; on range enfin tous ces termes, 
affectés du même signe, dans une colonne, 
comme on le voit ici 



B=z 
Cs 
D = 
E = 
F = 

G=: 

I 3= 
R=s 
L = 
M=s 

N = 
= 



o,02o85 33335 53 

781249999 

69754464 

84771 o5 

12137 67 

igaS 68 

32782 

5875 

1093 

2 10 

4ï 

8 



0,021694261246 



Otons la somme de ces termes, 002169 etc. 
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4e ^f pu o^5ooo etc., le reste sera 

0,4785057587 54; mais il faut retrancher de 
là le triangle CDE, dont Taire est e'gale à 

Wl ^^ 4V5 = o,2i65o655o946. La sous- 
traction faite, on trouve 0,261799387808, 
pour la valeur du secteur BCDE, qui, mul- 
tipliée par 5 , donne pour le quart de cercle 
0,785598165424, le quarré du rayon étant 
1,000000000000. Or, cette expression, qui 
excède un peu la vérité , parce que dans tous 
les termes négatifs le dernier chiffre est moin- 
dre que le véritable , quoique de moins d'une 
unité; cette expression , dis-je, coïncide avec 
celle de Ludolph jusqu'au dixième chiffre in- 
clusivement : car la raison du quart de cercle 
au quarré du rayon est la même que celle de 
l'arc de 45** au rayon; par conséquent l'arc de 
45® est exprimé par le nombre ci-dessus; donc 
en le quadruplant on aura la demi-circonfé- 
rence comparée au rayon, ou la raison de 
la circonférence entière au diamètre. Or ce 
nombre multiplié par 4 est 5,i4i59 26556 96, 
ce qui convient avec le nombre de Ludolph 
jusqu'au onzième chiffre , qui est un peu trop 
grand dans cette expression , par la raison que 
nous en avons donnée plus haut. 
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Mais si Ton voulait avoir une eicpression 
certainement au-dessous de la vérité y pour la 
comparer à la première, et être plus assuré 
des vraies limites de la circonférence, on l'au- 
rait aisément en supposant les onze derniers 
termes de la suite ci-dessus augmentés d'une 
unité; à Tégard des deux premiers , le peu dont 
iis s'écartent de l'exactitude , par défaut , ne 
saurait contre-balancer l'excès qu'on donne à 
tous les autres. On aura par ce moyen la somme 
0,021694^61257, surpassant celle de tous les 
termes négatifs ; lorsqu'elle sera ôtée de \ ou 
o,5ooooetc.9 elle laissera nécessairement tm 
reste plus petit que le véritable; et achevant 
cette opération comme la première , on trou- 
vera la fraction 0,785598163591, qui, mul- 
tipliée par 4 9 donne pour valeur approchée 
de la circonférence 5, 141 59 26555 64 f qui ne 
pèche par défaut que dans le douzième chiffre* 

XVII. 

On procéderait de même avec la plupart des 
autres suites proposées plus haut; mais en con- 
sidérant les moyens d'approximation qu'elles 
présentent, il est aisé d'apercevoir qu'elles 
n'ont pas toutes le même avantage , et que la 
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plupart sont peu propres à donner ces im- 
menses approximations de Taire du cercle 
qu'on connaît aujourd'hui ; aussi ne s'en est-^ii 
point servi indifféremment : on a donné la pré- 
férence à celle où t étant la tangente^. Tare est 

exprimé par t — ^"^"5-**""^* ®*^' ^ ^^ s'agît 
pour cela que d'assigner à t une valeur moindre 
que Tunité, en la choisissant telle, qu'elle ap- 
partienne en même temps à un arc commen- 
surable avec la circonférence entière ; car il est 
visible que si l'on supposait t= i, dans lequel 
cas l'arc correspondant serait de 4^°, la suite 
se réduirait à i — j -j-^ — etc.; mais il faudrait 
une somme immense de ses termes pour en ti- 
rer une approximation avec dix chiffres : ainsi^ 
quoique remarquable dans la théorie par scm 
élégance, elle ne serait ici d'aucun usage. Pour 
l'y rendre propre, il faut faire «= v/^; l'arc 
correspondant sera alors de 3o**, ou la doH«- 
zième partie de la circonférence , et la suite se 
transformera en celle-ci : 

OÙ chaque ternie est moindre que le tiers du 
précédent; on pourrait même la rendre plus 
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convergente en ajoutant les termes deux à 
deux y le second avec le troisième, le qua*- 
trième avec le cinquième, etc. et divisant 
ensuite par 4 f ce qui donnerait la quarante*- 
huitième partie de la circonférence exprimée 
de cette manière : 



wi: 



3 5 2__ctc"l 

3.5,9 7.9.81 11.13.729 "J* 



C'est ainsi que quelques géomètres Tout em- 
ployée pour en tirer des approximations ; mais 
en comparant ses avantages et ses désavantages, 
on remarquera bientôt que la préparation pré- 
cédente ne fait que la rendre moins com- 
mode : en effet, dans ces sortes de calculs, on 
doit bien moins chercher à sommer un petit 
nombre de termes qu'à le faire très facilementi 
dûton en employer beaucoup plus. Aussi cette 
raison a-t-elle fait donner la préférence à la 
première suite , quoiqu'il y faille prendre le 
double de termes que dans la dernière pour 
arriver au même degré d'exactitude , car cela 
est abondamment compensé par la facilité des 
opérations. On voit en effet qu'ayant une fois 
la valeur de V^, avec autant de décimales ou 
quelque peu plus qu'on n'en veut employer 
dans l'approximation que l'on cherche, il n'y a 
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qu'à diviser cette valeur par 5, et le quotient 
qui en résulte par 5, et puis le nouveau quo- 
tient encore par 3 ^ et ainsi de suite; après quoi 
reprenant chacun de ces quotiens^ à commen- 
cer au premier qu'a donné la division de V^ > 
par 5, le diviser encore par 5, ensuite le second 
quotient trouvé ci-devant, par 5 , le suivant 
par 7, etc. , ainsi jusqu'à ce que dans le nombre 
de chiflFres auquel on s'est fixé, il n'y ait plus 
que des zéros. Alors prenant la somme de tous 
les termes positifs et celle de tous les termes 
négatifs, pour ôter celle-ci de la première, 
le reste est la douzième partie de la circonfé- 
rence. Nous ne croyons pas qu'il soit néces- 
saire de donner un exemple de ce procédé, qui 
doit paraître assez clair après ce qu'on vient 
de dire. 

XVIII. 

Ces moyens d'approximation, incompara- 
blement plus abrégés que l'emploi des poly- 
gones inscrits et circonscrits , ont mis les mo- 
dernes en état de laisser bien loin derrière eux, 
à cet égard, les anciens. Le nombre obtenu par 
Ludolphj et si renommé ayant la naissance de 
la nouvelle analyse , n'est plus qu'une petite 
partie de celui dont nous sommes aujourd'hui 
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en possession. Voici par quels degrés on s'est 
élevé à rimmense nombre trouvé psLvdeLagnj^. 
Le géomètre anglais, j4. Sharp j en employant 
la méthode précédente , la poussa jusqu'à 78 
chiffres; il a communiqué son travail dans ses 
Tables mathématiques^*^. Machin^ de la So- 
ciété royale de Londres , a prolongé l'approxi- 
mation jusqu a 100 chiffres; j'ignore, à la vé- 
rité, dans quel ouvrage , mais c'est Euler qui 
nous l'apprend ^*\ De Lagnj enfin , enchéris- 
sant sur eux, l'a continuée jusqu'à 128; il a 
fait plus, il l'a vérifiée en calculant la même 
suite par deux voies différentes^*^, et elles lui ont 
donné le même résultat. Nous savons par là que 

<0 Je ne connais point , sous ce titre > d'ouvrage 
publié par Sharp; mais ses calculs se trouvent dans les 
Maihematical Tables de Sherwin, les premières où 
l'on ait disposé les logarithmes comme ils le sont main- 
tenant dans toutes les tables un peu étendues (celles 
de Callet, par exemple.) Fojr. p. 56 et suiv. de l'in- 
troduction de ces tables, 4*" ^^^^* ^ la page 64 > on 
trouve le rapport calculé à 100 décimales, par Machin, 
et dont il est question plus bas» Ce géomètre fit con- 
naître sa méthode dans le Sjrnopsis palmariorum Ma^ 
iheseos, publié par William Jones. 

^*) Mémoires de Pétersbourg, t. IX, p. 223. 

C^) Mém. de PAcad. , 1719» p* i44* 
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si le diamètre est l'unité suivie de 137 zéros, la 
circonférence est plus grande que lé nombre 
suivant ; 3 14159265558979325846:26435 
85279 50288 4^971 ^599 57510 58209 74944 
59250 78164 06286 20899 86280 54825 5421 1 
70679 82148 6865i 52825 06647 0958446,... 
et qu'elle est moindre que ce même nombre 
augmenté de Tunîté^'^ 

XIX. 

Mais quelque commode que soit la méthode 
expliquée dans l'article XVII, du moins si 
nous la comparons au procédé laborieux des 

(p Le 1 14* chiffre du rapport ci-dessus , tel qae l'a 
donné de Lagny, était un 7 ; mais Vega a montré 
qu'il devait être remplacé par un 8 {Voj. à la page 633 
de l'édition qu'il a donnée des tables de Vlac), Le 
même a poussé l'approximation jusqu'à la i4o* déci- 
male , ou à i4i chiffres. On trouve dans le 4* volume 
de la 2* .édition de VHîstoire des Mathématiques de 
Montucla (p. 640), la correction dont je viens de parler, 
et il dit en outre que M. de Zack a vu, dans un ma- 
nuscrit de la bibliothèque de Eatcliff, à Oxford , le 
calcul poussé jusqu'à i55 chiffres (ou i54 décimales), 
et qu'après le dernier chiffre 6 du nombre indiqué ci- 
dessus , il faut ajouter 

095 5o582 23172 53594 08128 4802. 



l58 HISTOIRE DE LA QUADRATURE 

anciens, on ne peut cependant se dissimuler 
qu'elle n'avait pas encore atteint sa perfection 
lors même qu'on en faisait un si grand usage; 
car la suite employée par Sharp ^ Machin et 
de Lagnjr^ a un défaut qui en diminue beau- 
coup le mérite. Ce défaut consiste dans cette 
immense extraction de racine qui doit servir 
de préliminaire au calcul , à cause de l'expres- 
sion irrationnelle \/^ qui multiplie toute la 
suite. D'un autre côté, si Ton emploie celle de 
45®, elle ne converge pas sensiblement. Néan- 
moins , il fallait nécessairement opter entre 
Tune ou l'autre : car ce sont les plus simples de 
celles qu'on pouvait employer, toutes les tan- 
gentes rationnelles qui ne surpassent pas le 
rayon , n'appartenant point à des arcs commen- 
surables avec la circonférence, et toutes celles 
qui appartiennent à de petites portions com- 
mensurables de cette circonférence étant ex- 
trêmement compliquées d'irrationalités. EuUr 
a cbercbé à donner à cette méthode le degré de 
perfection qui lui manquait, et il y a réussi 
des deux manières que je vais exposer. 

XX. 

La première a pour objet de délivret la suite 
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de Tare par la tangente , de l'irratiotinalitë qui 
en rend le calcul si incommode; elle est fondée 
sur une propriété des tangentes au cercle ^ui 
donne cette analogie : comme la différence du 
rectangle des deux tangentes a^ec le quàrrédu 
rayon j est à ce quarré^ ainsi la somme des tan- 
gentes est à la tangente de la somme des arcs. 
D en conclut que l'arc de 45% le seulcommen- 
surable avec la circonférence^ et ayant en même 
temps une tangente rationnelle, se peut diviser 
en deux arcs dont les tangentes sont aussi 
rationnelles; et comme elles seront chacune 
moindre que Tunîté , elles donneront pour leur 
arc correspondant, deux suites toutes ration- 
nelles et fort convergentes. Il est bien vrai que 
Tare que chacune exprimera, considéré à part, 
sera îùcommensurable avec la circonférence; 
mais cela n'importe en rien, puisque leur 
somme sera commensurable avec elle. Nom- 
mant ainsi la tangente de 45"* = i, et les deux 

tangentes cherchées -, t, on a, suivant le théo- 
rème précédent, i= ;^if~i> ^* ^^ ^^ ^^^^Zr"> 
ce qui donne 2 et 3 pour les moindres et les 
plus simples valeurs de a et 6 : un dé ces deux 
arcs sera donc 
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I I , !__ 1 , 1 . 

et le second sera 

t I , 1 _j , I - 

3~" 373^**" 6.35~ 7.37 ^"iTSî ^^^-^ 

et conséquemment l'arc entier de 45* sera égal 
à la somme de ces deux suites. 

On pourrait 9 parle même artifice^ substituer 
à chacune^ ou à celle qu'on voudrait^ de ces 
deux suites, deux autres qui seraient encore plus 
convergentes. Ainsi l'arc dont la tangente est 4 
se partage de nouveau en deux autres , dont les 
tangentes sont ^ et^ ; mais cela est inutile , et 
deviendrait même plus nuisible qu'avantageux : 
car^ dans le calcul de la seconde suite^ on au- 
rait à diviser continuellement par ^g, ce qui 
est moins facile que deux divisions par un 
nombre simple. Les deux premières suites rem- 
plissent presque tout l'objet qu'on peut se pro-* 
poser : car je remarque, ce qui est essentiel, 
que le calcul de chacun de leurs termes est 
peu laborieux, à quelque nombre de déci- 
males qu'on veuille les pousser; la raison en 
est qu'on rencontrera le plus souvent des nom- 
bres dont les chifires seront ou. continuelle-' 
ment les mêmes, comme ^ = o, 35553 etc.,. 
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i =: Oy âSoooo etc. , OU qui reviendront après 
certaines périodes; ainsi le seul travail con- 
sistera presque à ajouter les termes corres- 

pondans des deux suites , — 33+35 — 37 + ®*^'> 

i— A; 4- -T — etc. , et à les diviser ensuite suc- 

cessivement par 3, 5, 7, 9, ii, etc. Il faudra 
de ces termes environ autant qu'on aura des- 
sein d'employer de chiffres dans l'approxima- 
tion.. Si quelqu'un la voulait pousser à i5o dé- 
cimales , il y parviendrait avec beaucoup moix^s 
de peine qu'il n'en a coûté à de Lcignjr pour 
le faire jusqu'à 127^*^ 

XXI. 

Le second désavantage, non-seulement de la 
suite I — \ + \ — etc. et des autres qui ap- 
partiennent au cercle , mais encore de la plu- 
part de celles qu'on emploie dans l'analyse mo- 
derne, est d'être assez souvent trop peu con- 
vei^entes. Elles ne sont plus dès lors d'un 
usage commode, et cet inconvénient les ren* 

(0 Le procédé imaginé par Machin, antérieurengient 
à celui à*Euler, a été repris avec succès par F'ega et 
d'autres. On le trouve dans TAddition à la page 161. 

II 
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drait inatiles dans un grand nombre de cas^ si 
Ton n'était parvenu à j remédier. Quelques 
géomètres se sont appliqués à donner à la mé- 
thode des suites cette perfection essentielle. 
Je n'ai point encore pu voir le traité De Sum- 
matione et interpolatione serierum de Stin- 
lin^^'^; il doit contenir d'excellentes choses à cet 
égard. Ce que j'en vais dire est tiré des savans 
Mémoires d'Euler^''^, et du livre que Thomas 
Simpson a publié sous le titre de T%e doctrine 
and application ofjluxions^ etc. ^*\ 

Soit I®. la suite <— ■j+^— etc., ou en fai- 
sant <=^,ceUe-ci:ji— p+p— ^+etc.,que 
l'on a vu désigner l'arc de cercle, dont la tan- 
gente est t ou -. Il faut d'abord avoir ajoute 
un certain nombre de termes du commence- 



CO II fietat que ce livre ait toujours ëtë fort T9ût%, 
car il a paru en 1 730. C'est en e£fet un ouvrage des j4u8 
remarquables pour cette époque; on y trouve (pag. 3a, 
42, 4^9 56, 60, 64> 68) la sommation approchée de 
séries qui se rapportent à la quadrature du cercle. 

0») Camm. Acad. Petrop., t. IX, p. 127 ; et t. VIII,. 
p. i53. 

C*3 Part; Il , «cJct. 7, p. 4o3. 
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ment de cette suite ; plus on en aura pris , plus 
exacte sera Tapproximatioa qu'on tirera da 
Texpressîon suivante. Nommons , pour abré- 
ger^ S la somme de ces premiers termes^ n leur 
nombre, et posons lin —- 1 = r, i + /?*== w»; 
on aura alors, suivant les principes d'Euler^ 
la somme entière de la suite égale à 

Àip3i rpa réduit la soroixiation d'mne suite 
^ui ne converge presque pas ^eiisiblem^int, à 
ce))0 4'xinç autre qai conv^erge fort vite, ^ 
Ton trans£prme une suite qui esl déjà con- 
vergente, en une autre qui l'est beaucoup plus : 
<m abrège donc par là considérablement le 
calcul dans tous les c^. Pour en donner vm 
exemple, je vais cboi^r le plus désavanta- 
geux , œlui où la tangente ét^nt Tunité, la suite 
est I -r*- 1 4--^ — ~ H- etc. Suivant k méthode 
iiEulerj les six premiers termes suffiront 
pour prévenir une erreur d'un looooo*; or, 
OBS six premiers termes ajoutés ensemble fo«t 
0,7440^ 2 > ^^ ^^ employant la formule, on a 
/>s=si, et i'^ffi=s2, a» — isîsiij de raa- 

II.. 
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nière que le coinpiément qull faut ajouter à 

cette somme , est — 7 — - •{- o + —^ 

' £.11 4''* ïï* 

8 • 

+ o — — g , c'est-à-dire ce que deyienuent les 

six premiers termes de la seconde suite^ multi- 
plîe's par -7 ou i. Ces termes^ réduits en frac- 
tions décimales et réunis^ font 0,041 386 ^ qui, 
ajoutés à 0,744^1 2^ donnent 0,786398 pour 
la grandeur de Tare de 4^^, ou pour celle 
du quart de cercle , comparé au quarré du 
rayon. On en tire 3,141592, pour le rap- 
port delà circonférence au 'diamètre, ce qui 
s'accorde avec les sept premiers chiffres du 
nombre de Ludolph. U aurait fallu environ 
1 000000 termes de la suite i — | + f — etc., 
pour trouver une approximation aussi exacte : 
on doit juger par là de la précision de celles que 
donnera la même méthode appliquée à des 
suites déjà médiocrement convergentes. 

La série suivante, qui a le même objet que 
celle qu'on vient de voir, est due à Simpson; 
elle a quelque avantage sur l'autre, en ce 
qu'elle est plus aisée à continuer, la loi de la 
progression des coefficiens étant plus appa- 
rente. Je conserve ici les mêmes dénomina- 
tions que dans la première foi*mule que j'ai 
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déjà donnée y à cela près que r= 2/»+ i, 
€t /?i=i4-r»; alors on a, suivant Simpson^ 
pour la valeur très convergente de la suite 

t — T + €*c* 9 cette formule : 

^^rmV "^ ('•+a)m"*"(r+a)(r + 4)m» 

"t-Cr+a) (r+4) (r+6)m3 
j 2.4,6 8f^ 



^(r+2) (r + 4) (r + 6) (r + 8)m* 
+ etc.\ 

Le signe =b signifie qu'il faut ajouter^ si le 
premier terme qui suit ceux qu'on a renfer- 
mes dans la somme S est positif^ et sous- 
traire, s'il est négatif. Cette méthode égale 
la précédente en exactitude. En l'appliquant 

^ I — î + f — '^^c* > *^^ termes seulement de 
cette suite, joints aux six premiers de la se- 
conde, donnent, comme ci-devant, l'expres- 
sion 0,785398 pour la valeur du quart de 
cercle, le quarré du rayon étant i. 

La plupart des autres suites qu'on peut em- 
ployer pour trouver l'aire du cercle sont sus- 
ceptibles d'abréviations semblablables; mais il 
serait trop long d'en exposer ici la théorie gé- 
nérale, qui dépend de celle de la sommation 
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des suites. Le simple historique auquel on s'est 
borné ne permet pas d'entrer dans ces détails^ 
et l'on se contentera d'avoir indiqué les livres 
où l'on peut les trouver. 

XXII. 

Les suites infinies fournissent enfin des 
moyens commodes pour obtenir des construc- 
tions géométriques ou des expressions analy- 
tiques^ qui représentent, à très peu de chose 
près, des espaces ou des arcs circulaires; car 
on peut combiner de telle manière deux gran- 
deurs, que la suite dans laquelle elles se ré* 
soudront coïncide dans ses premiers termes 
avec celle qui représente la valeur de l'arc, 
ou de l'espace circulaire qu'on veut réduire en 
ligne droite ou en figure rectiligne. En pre- 
nant donc cette première suite, ou la gran- 
deur finie qu'elle exprime , pour la dernière , 
on approche beaucoup de la valeur de celle-ci, 
puisque ce moyen en donne non-seulement les 
premiers termes, mais encore une partie de 
tous les autres. Les exemples suivans, dont 
quelques-uns sont tirés des Lettres de New^ 
torij et de son Traité des fluxions ^^^^ vont 

C«) Voyez Comm, epist,, p, 56 et suiv., et Newiorif 
Opu9cuîa„ t. ly p. 420, 
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écl4ircir qela. Ce qu'op y exécute sur le cercle, 
peut commodément se pratiquer dans une in- 
finité d'autres cas et sur d'autres courbes dont 
oq a quelquefois besoin de calculer l'aire ap- 
prochée, avec plus de promptitude que de pré* 

cision. 

Qu'on yeuille donc trouver Farc^ la corde 
étant donnée j on sait que celui-là étant e, 

la corde est % — -ç^^ + -çç^^s — ^'^^' ' 
nous la nommerons A ; soit B la corde de 
la moitié de cet arc } elle est - — ^ g.e.i- 
j ^ etc. Si l'on combine ces 

^^ 4.4.32. i2or» 

deux grandeurs en ôtont la première de huit 
fois la seconde, le reste sera très prochai- 
nement égal à trois fois l'arc; car de 

8b=4z-4^7 + 4:I4:ï^^""®*''*' 

ôtant A, le reste est 3a- ^,- etc. Or, 
comme son second terme et les suivans, pour 
peu que z soit moindre que l'unité, sont très 
petits, il s'ensuit qu'on peut les négliger entiè- 
rement, et que 8B— A=3z. Il est donc vrai, 
ainsi qa'Hufgens l'a démontré , que huit fois la 
corde de la moitié d'un arc moins la corde de 
Varc entier, égalent trois fois l'arc, ou que huit 



l68 HISTOIRE DE LÀ QUADRATURE 

fois la corde d'un arc moins celle de l'arc double^ 
diffèrent très peu du sextuple de cet arc. On 
peut encore dire que quatre fois la corde moins 
le sinus d'un arc sont égales , à une très petite 
dififérence près^ à cet arc triplé. 

On trouve de même que si Ton prolonge le 

diamètre BA {Jig. m) de la quantité 

AE=CB— ^BF, Tare BG excède très peu le 
segment de la tangente BH , coupé par la ligne 
EGH. Cette proposition démontre la vérité de 
celle de Snellius^ qui, faisant Ae = au rayon, 
disait que BA était moindre que l'arc BG {voyez 
ci-dessus, p. 64). Cette dernière est vraie à 
plus forte raison , car la ligne Ae étant tou- 
jours plus grande que AE, la ligne BA est né- 
cessairement moindre que BH. Mais de cela 
même il est aisé de conclure que BH approche 
bien plus près de la légitime valeur de BG que 
BA, qui cependant, comme nous l'avons fait 
voir, en est très peu éloignée ^*\ 

Quand on a la grandeur d'un arc, il est fort 
facile de trouver l'aire du secteur ou du seg- 
ment : ainsi les méthodes précédentes pour- 
raient suffire à cet objet. Cependant comme on 

(0 Montucla n'a point fait ce qu'il dit ici ; mais 
ypyez Tàddition à la page 168. 
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peut le faire immédiateinent^ en voici quel* 
ques moyens que nous fournit Newton dans les 
endroits cités^*\ Le segment BGF étant proposé, 
on pourra prendre pour sa valeur l'expression 

|BF(|BG + GF). Mais si l'on veut une 

plus grande exactitude, qu'on divise BF en 
deux également au point I, alors le rectangle 

-gBF(4GI + BG) approchera tellement de 

la valeur exacte du segment BFG, que lors 
même que ce segment deviendra le quart de 
cercle, le rectangle s'éloignera à peine de la 
vérité d'une i5oo* partie de Taire totale. 

LeïbnitZy dans une de ses lettres à Newton^ 
a donné, pour trouver l'arc, par le cosinus, 

l'expression v/6 — V'24c+ 12, dans laquelle 
c désigne le cosinus, le rayon étant i. Ici 
l'erreur, selon la remarque de Newton, sera 

— + —, + etc. , la lettre v désignant le 

sinus verse , ou i -^ c : cette erreur sera donc 
fort petite quand s^ sera moindre que le tiers 
du rayon. Cette condition est nécessaire pour 
employer avec quelque sûreté la formule pré- 
cédente; mais il vaudra encore mieux se servir 

^0 Commercium epistolicum, p. 67, 62 , 80, 



170 HISTOIRE DE LA QUADRATURE 

de la suivante, due à Newton : s^ étant tou- 
jours le sinus yerse , qu'on fasse comme « . * • 

lao—- 37P est à 120— -lyp, ainsi la corde \/2p 
est à une quatrième proportionnelle j elle appro-> 
chera si près de l'arc correspondant, que l'er- 

reur sera seulement d environ -775^" f c® ^^ 

égalera & peine cinq secondes lorsque l'arc ne 
surpassera pas 4^''| et serait même moindre 
qu'une seconde s'il n'était que de 3o*. 

Après avoir exposé les découvertes de ces 
grands hommes , qui semblent ne rien laisser 
à désirer sur ce sujet, me sera-t-îl permis de 
faire part d'une méthode qui m'a paru com- 
mode pour déterminer par approximation la 
valeur de ces différens espaces, ou arcs circu- 
laires? Elle est fondée sur un certain moyen 
de trouver la somme approchée des suites qui 
les expriment; moyen que j'ai autrefois appli- 
qué, avec quelques changemens^ à former 
des règles commodes et exactes pour toiser les 
surfaces des voûtes en dd-^e-^four^ surhaussées 
ou surbaissées, c'est-à-dire, pour m'énoncer 
en termes plus intelligibles aux géomètres, des 
sphéroïdes allongés ou aplatis; car on sait, pour 
peu qu'on ait passé les bornes de la Géométrie 
ordinaire, que les surfaces de ces corps sui^ 
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vent le mêine rapport que des espaces ellip- 
tiques ou hyperboliques. Soit donc un seg- 
ment circulaire BFG (j%. 21) dont l'abscisse 
est Xy le diamètre l'unité; on a vu qu'il se ré- 
doit à la suite, V^(f^ — 1^' — a^^'— ^x* 
— —y? — etc.)^'^. Pour en trouver la somme 
2^prochée, je cherche une expression qui se 
résolve en une suite à peu de chose près égale à 
celle-là; c'est ce qu'on obtient de j x Vx — nx^^ 
dont le développement est \Jx{^x — \nx^ 
— \^ n^a? — ^ n^yfi — -5^ n^'yf' — etc.)- Je re- 
marque enfin que si je donne à n une valeur 
telle que les seconds termes de chaque suite 
soient égaux, ce qui suffira si x n'est qu^une 
petite partie du diamètre, alors on aura les 
deux premiers termes avec une partie de cha- 
cun des suivans, et par conséquent, à peu de 
chose près, la somme de la suite. Afin donc 
de déterminer n , j^égale les seconds termes 
\x^ et \nv(^y d'où je tire n:=^\\ ainsi l'expression 
\x \x — I x^j sera la valeur approchée du 
segment circulaire, quand son abscisse ne pas- 

CO Sur la page i36, l'auteur a en efifet rapporté une 
expression du segment circulaire ; mais pour l'appro- 
prier au cas ci-dessus , il faut en prendre le quArt et y 
pbanger x en 2x. 
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sera pas le quart ou les ^ du diamètre. En 
effet, dans la suite donnée ci-^dessus, mettant 
à la place de n et de ses puissances, leurs 
valeurs , elle se réduit à y/x (^x — j x^ — ^x^ 
— j^x^ — etc.), dont la différence avec la pre- 
mière, n'est que s/xi^s^^ + ^X^ + etc.). 
Lors donc que x sera seulement ~, cette dif- 
férence ne montera qua ^ + ^^4.etc., ce 
qui sera une très petite valeur. 

Mais quand il s'agira d'évaluer un segment 
dont l'abscisse sera plus grande qu'un quart du 
diamètre, alors il faudra faire en sorte que les 
troisièmes termes des deux suites soient égaux 
entre eux, ce qui rendra la dernière beaucoup 
plus approchante de la première, pourvu qu'on 
ait l'attention de ne pas négliger la différence 
qui se trouvera alors entre les deux seconds 
termes. Égalons donc ^^ n*x^ à ^^^x:'; nous tire- 
rons de là 7i=v/i; et cette valeur, substi* 
tuée dans la seconde suite, la transformera 
en celle-ci : \/x(^ x — jy/^ x^ — ^x^ 
— î:^\/f^* — 4:^^'— etc.), dont la dif- 
férence avec celle qui exprime l'aire du seg- 
ment, est V/^[(\/|^— f)x* + o-^x* 
— 4Îi^*"^etc.] De là il suit qu'en ajoutant 
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a rexpression fxv/jc— X^V^, la valeur de 

or* S/lc ( s/i: — t)» ^"^ aura, à peu de chose 
près, la somme delà suite qui exprime la gran- 
deur du segment BFG. Et en effet, lorsque x de- 
viendra égale au rayon ou à ^ , puisque le dia- 
mètre est I, la différence sera seulement. . . . 

-L_.-^4 1- etc.; mais tous ces termes et 

les suivans ne peuvent faire, comme Ton 
voit, qu'une très petite quantité. Cette diffé- 
rence serait encore beaucoup moindre si la 
grandeur de X n'était que de ^^ ou ^ : on 
pourra donc, pour celle d'un segment circu- 
laire quelconque dont l'abscisse est «?, et le 
diamètre l'unité , prendre 

ou4xv/x — o,654«;*+o,on8:x;*V/^. 

On peut traiter de même la suite 

^ ^ — ^ etc, , qui exprime 



^■~6 4o lia 



l'aire du segment circulaire BCED {Ji§. 19), 
l'abscisse étant prise à compter du centre (p. 1 35); 
car réduisant en suite l'expression indétermi- 
née X \/i — /2X% puis comparant le troisième 
terme ^ au troisième de la première suite, ^, 
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OH trouve n^= }, et alors x >/i-— x' y"^* =-: 

Or, cette suite et la pre'ce'dente ne diffèrent 
dans leurs seconds termes, que de (l^^ — -^^x^ 

(qu'il faut ajouter k x\/i — oc^\/\, ou... 
x\/t — o,44jjû*), et, après le troisième 

terme, que de la quantité — ^^or' — ^ar» etc. 

Conséquemment, lorsque x n'est que la moitié 
ou les deux tiers du rayon, cette dernière 
quantité s'évanouît presque, à cause de Vêlé- 
vation des puissances as% x^ et suivantes; car^ 
dans le premier eas , elle se i^uit à^ . . • « . 
ïè^ + rspîï + ®*c. du qûarré du rayon. 

Il est facile d'apercevoir qu'on pourrait sans 
peine approcher davantage en suivant le même 
procédé, c'est-à-dire en déterminant n par le 
moyen d'un terme plus éloigné de la suite, 
et puis ajoutant ou retranchant la différence 
des seconds et troisièmes termes de la nou- 
velle suite avec ceux 4c là preroiwe. En effet, 
à mesure que la a>ïnciden0c s'établira eatre 
deux termes plus éloignés , ces suites se rap- 
procheront dav^ptage l'une de Eautre dans 
les termes qui viendront après; et .comme 
les différences des coeffiiciens de ces termes ne 
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peuvent manquer d'être des fractions^ parce 
qu'eux-mêmes sont nécessairement des frac- 
tions , et que de plus, elles affecteront des 
termes où x est déjà élevé à une haute puis- 
sance, cela rendra nécessairement la valeur 
de toutes ces différences peu considérable, ^% 
même insensible dans bien des cas. 

Ces diverses expressions, comme aussi les 
suites extrêmement convergentes qni donnent 
le sinus, la tangente, etc., par l'arc, peuvent 
être fort utiles dans certaines circonstances. 
Un astronome qui , dans des pays éloignés, 
serait privé de ses tables par quelqu!^ açoi^ 
dent, se verrait absolument déconcerté; iqiûs 
avec ced formules, il pourrait continuer ^pes 
calculs, et tirer les résultats de ses obser- 
mtioiiSk Plusieurs auteurs ont traité de ces 
moyens de se passer des tables ; entre autres, 
SnelUus^ dans sa Cjrchmétrie^ Hujrgens, dans 
le traité de CircuU maghitudine inpenta^ 
Leibnitz, dans un écrit inséré dans les Actes 
de Leipsic^ sous le titre de Trigonometria ca- 
nonica à tahuLarwn necessitate Uherata ^"^^ et 
plusieurs autres. 

(O Hugenii Opéra varia, p. 387 , et A et, erud., 
ann. 1691 , p. 178. 
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XXIII. 

Je ne saurais passer sous silence l'ingénieuse 
méthode pour la quadrature approchée des 
courbés^-- dont Newton a donné la première 
idée dans son traité intitulé Methodus diffe^ 
rentiaUs^^^ . Elle consiste à déterminer, par le 
moyen de plusieurs ordonnées de la courbe 
proposée , également ou inégalement distantes 
entre elles, l'équation d'une autre courbe de 
genre parabolique qui passe par toutes leurs 
extrémités ^*\ On appelle ici courbes de genre 
parabolique celles qui ont une équation de 
cette forme : a+ ôx+ cor^ + rfat:* + etc., 
parce que ce sont en eiSet des paraboles de genre 
supérieur, comme on le voit dans Vénuméfa" 
tion des lignes du troisième ordre j donnée par 
Newton^''^. Or, comme une courbe de cette na- 
ture est toujours absolument quarrable, qu'elle 
serre de très près la courbe proposée, et d'au- 

CO Newtoni Opuscula, t. I, p. 2^3. 

CO On s'est borné ici au cas où les ordonnées sont 
également distantes entre elles , la solution étant con- 
sidérablement compliquée dans celui où leurs distances 
entre elks sont inégales. 

^•) Newtoni Opuscula, t. I, p. 247. 
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tant plus qu'elle passe par les extrémités d'un 
plus grand nombre d'ordonnées^ il s^^nsuit 
qu'on aura^ en la quarrant^ l'aire approchée 
de la première. 

L'étendue et l'objet de cet écrit ne me per- 
mettent pas de développer ici les propositions 
fondamentales dont Newton fait usage pour 
parvenir à la solution de ce problème. Je me 
contenterai de présenter cette solution elle- 
même , et j'indiquerai un moyen simple et lu- 
mineux de s'assurer de son exactitude. 

Soit donc donné le nombre et la grandeur de 
plusieurs ordonnées également distantes entre 
elles, A,B, C, D, E (Jig. 2a); nous suppo- 
serons ici qu'il y en a cinq; on prendra leurs 
différences A— B, B — C, C— -D, D — E, 
qu'on écrira avec les signes qui leur convien- 
nent, suivant qu'elles se trouveront positives 
ou négatives, le terme à soustraire pouvant 
être plus petit ou plus grand que celui dont 
on doit le retrancher. Nous nommerons, pour 
abréger, ces premières différences a^ b, c, d} 
on prendra ensuite les différences de celles- 
ci, a — b, b'-^c^ etc., que nous appelle- 
rons encore, pour simplifier, a', ô', c', et 
dont les différences prises dans le même ordre 
seront représentées par a", ô"; enfin nous pose- 

12 
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rons pour la dernière différence, cl' — b"i±za'". 
Cela fâît^ soit toujours m Fordonnëe du mi- 
lieu^ qui est ici C; que Ton nomme p la 

moyenne arithmétique entre les deux 

différences moyennes b tX c; que l'on fasse 

b* z=q^ ^Llïi — -= p^ a"^:=zs, et ainsi de suite, 

si le nombre des ordonnées surpasse 5. Ici ^ 
est le dernier terme, et quelquefois, suivant 
la nature de la progression des ordonnées, 
la suite des différences se terminera plus tôt : 
mais cela ne jettera aucune difficulté dans la 
solution; les termes qui manqueront seront 
simjJement réputés o. 

Après cette première préparation , on for- 
mera les produits successifs des termes de 
cette progression : 

X x*— I X x^ — 4 ^ 

c'est-à-dire qu on multipliera le premier terme 
parle second , puis le produit par le troisième 
terme I etc. ; cela donnera la suite des produits 

ï , jc, — , —g — , — 7—f etc., qu on multipliera 

respectivement par m,p, q, r, s, etc. Ces pro- 
duits, ajoutés ensemble, donneront la valeur 
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de rordonnée correspondante à l'abscisse xf 
ainsi l'équation de la courbe sera 

Il faut remarquer qu'alors les abscisses x 
prennent leur origine au point F, qu'elles s'é- 
tendent positivement de F vers H^^ et négati- 
vement de F vers h; c'est-à-dire que la valeur 
de a: est positive pour la partie FGIH de la 
^courbe, et quelle doit être négative pour la 
partie YGih , suivant les règles si connues au- 
jourd'hui, dans l'analyse des courbes. Ainsi, 
pour avoir l'ordonnée po, il faudrait, dans 
l'équation précédente, changer les signes de 
toutes les puissances impaires de <r. 

Il est aisé de s'assurer, par la méthode sui** 
vante, de la justesse de la solution qu'on vient 
de voir; il n'y a qu'à examiner si, lorsque les 

abscisses deviennent o, FQ, FH, Fy, ¥h, 

il en résulte les ordonnées FG, QR, HI, ^r, ht. 
A l'égard de la première, cela est évident ; car 
quand ar3=o, il ne reste pour la valeur de 
l'expression que le premier terme m, qui est 
égal k l'ordonnée moyenne C ou FG. Pour dé- 
montrer les autres cas, il faut développer les 
difféirences que nous avons désignées par des 
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lettres simples; ce procédé dous donnera. • . • 
A— B, B — C, C— D, D— E, pour les pre- 
mières^ et ~ ^ pour p^ qui représente la 

moyenne entre les deux du milieu. Les se- 
condes diftërences seront. ... A — iiB -f- C , 
B— iiC + D, C— aD + E, dont la moyenne 
B— aC-t-D est j. Les troisièmes différences 
sont A— 5B+5C— D, B— SC + SD— E, et 
la quatrième A— 4B+6C — 4ï^-f-E. Ici nous 
remarquerons en passant que les coefficiens de 
ces expressions sont toujours ceux du binôme 
â >— 6, élevé à la puissance indiquée par le rang 
de la différence. Faisons à présent x=i ou FQ; 

l'équation se réduit à ^=/7i-|-;?-f- - j et si , 

au lieu àe m^ p^ q, on met leurs valeurs 
trouvées ci-dessus ^ elle devient 

C-t- --^ — h -^ — ^— = B , c est- à-dire la 

valeur de QR. Qu'on fasse a:=— n ou FA, on 
aura j=m — ap-^nq — r+\sy où, mettant 
au lieu de m, p, 9, r, s, leurs valeurs en A, B, 
C, D, E, tout se réduit à^=E, ou hi. Il en 
sera de même si l'on donne à x les autres va- 
leurs Fç ou F&, c'est-à-dire qu'il en résultera 
les ordonnées çr, hi; ainsi la courbe passe par 
les sommets de toutes ces ordonnées. 
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Il n'a encore été question que du cas où les 
ordonnées sont en nombre impair; quand leur 
nombre sera pair, par exemple, A, B, C, D, 
on prendra, comme à l'ordinaire, leurs pre- 
mières, secondes, troisièmes différences, jus- 
qu'à la dernière {Jig* aS); on nommera m la 
moyenne arithmétique entre les deux du mi- 
lieu, /^ la différence b ou B — C, q la moyenne 
entre a', h\ enfin d^ sera appelée r. On multi- 
pliera ensuite, comme ci-dessus, les termes sui- 
4r'*«— ï X 4^* — 9 ^ 4^^ — ^5 

vans : I, J?, -j-^ , 3 , -j^y 5, 4 6a: ' ^^^"^ 

et leurs produits successifs étant affectés des 
coeffîciens m^p^q^ryS^ etc. , donneront 

pour l'expresssion cherchée de^, qui ne com- 
prend ici que ces quatre premiers termes, 
parce que tous ceux au-delà de r sont supposés 
nuls. Ici l'origine des abscisses est toujoui^ le 
point qui partage en deux également l'inter- 
valle des deux ordonnées moyennes, et elles 
s'étendent positivement vers H, et négative- 
ment dans le sens contraire. 

Rien à présent n'est plus aisé que de trouver 
l'aire entière de la courbe qui passe par les points 
i, r. G, R, I {Jig. 22); il suffit d'être initié dans 
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le cakol intégral , pour voir qu'il faut multi- 
plier la somme des ordonnées PO^ po par dœ, 
et intégrer comme k lordinaire ; car^ en multi- 
jjiant PO par iùcy cela est visible à l'égard du 
segment FGOP ; mais il semble qu'on devrait 
multiplier /lo par — iir, car F/7c=:— x; ce- 
pendant comme par ce moyen l'aire FGop pa- 
raîtrait sous une forme négative, et que néan- 
moins elle doit être ajoutée positivement à la 
première , il faudrait (Ranger ses signes avant 
l'addition. Or la multiplication depo par dx, 
et non par — dx, produit précisément cet 
effet; aîasî il n'y a qu'à prendre la somme de 
PO et de po, et la multiplier par dx : son in- 
tégrale sera l'aire OFpo; et quand FP sera faite 
= FH, l'intégrale sera Faire entière BlGih ^*^. 
Prenons d'abord le cas de cinq ordonnées; 
en changeant les signes des termes où sont les 
puissances impaires de x, dans la valeur PO, 
ce qui donne la valeur de pOj et les ajoutant 
ensemble, nous aurons 

P0+po=2m + ça:* + j — — — • 

On peut remarquer ici que tous les termes 

•- ...'.' — - ^ . . .- — . 

CO On dirait aujourdliui qu'il faut prendre l'inté- 
grale fjrdx depuis xistFh ou — FH, just[u*à x±=i¥E. 
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aïïec\és des difTçr^Dces premières ^ troisièiD»^, 
cinquièmes^ etc., s'évanouissent, et qu'il ne 
s'agit que de doubler les autres^ ce qui facili- 
tera beaucoup l'opération ; cela aura égale^ 
ment Heu dans le cas des ordonnées en nombre 
pair. Enfin, l'expression qui convient à ce cas 
étant multipliée par dx et intégrée , devient 

Il ne reste donc qu a faire a: =2, et l'on aura 
pour Taire cherchée , ^rn -^--^q-^^s '—^s 

On trouvera, par un moyen semblable, que 
dans le cas de quatre ordonnées, l'intégrale 
est 5(m+^9-.^î)=3(m + iî)- ^ 

Présenté sous cette forme, le théorème de 
Newton serait déjà d'une grande utilité pour 
calculer assez commodément les aires appro- 
chées des courbes, et surtout.de celles qui se 
résolvent en suites peu convergentes, dont 
l'approximation est extrêmement pénible ; mais 
ce théorème fournit encore une pratique plus 
commode , que je vais exposer. Neivton s'étant 
CQïitc»té de l'indiquer dans le dernier scholie 
de son traité, ce que je vais ajouter en sera 
une espèce de commentaire, de méjne que le 
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discours précédent a pu servir à jeter quelque 
jour sur le reste de cet excellent traité. 

Reprenons encore ici le cas de cinq or- 
données , pour lequel nous ayons trouyé. • • 
4('» + -39 + s'y — Ts^)i l'on a fait yoîr plus 
haut quelles étaient les yaleurs de q et de s, 
en expressions où il n'entre que des ordon- 
nées : on a trouvé q s= B — aC + D, et. . • • 
^=A— 4B+6C-r-4l^H-E. On pourra donc 
substituer k m, q, s, ces valeurs^ et Topé- 
ration &ite , la formule ci-dessus deviendra 
|(7A+32B+ i!2C + 52D+7E), ce qui est 
«galà^[7(A+E)+32(B+D)+i2C], .... 
multiplié par 4> ou plus généralement par Tin- 
tervalle entre la première et la dernière or- 
donnée^ intervalle que nous nommerons doré- 
navant R. On s'assurera par un semblable pro- 
cédé que , lorsqu'on n'emploiera que trois or- 
donnéesy l'aire approchée sera ^ (A-f- C -f- 4^) R; 
pour sept, elle seragi^[4i (A+G)+2i6(B+F) 
-f-27(C+E)4- 272D] R. Nous ne pousserons 
pas plus loin cette table pour les nombres im- 
pairs d'ordonnées, parce qu'il est rare qu'on 
ait besoin d'en employer plus de sept; d'ailleurs 
il est aisé d'y suppléer dans le besoin. 

La méthode n'est pas différente pour les or- 
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données en nombre pair. On a vu plus haat 
que , pour 4> la formule devenait 5 (^+ ^q)} 
un peu auparavant on a remarqué que q était 
la moyenne entre les deux différences:,.. 
A~!2B + C et B — aC+D, c'est-a-dire 

= — , et que m était la moyenne 



entre B, C, c'est-à-dire -; conséquemment 

la formule se réduira à |[ A + D + 5 (B + C)] ; 
on bien^ en nommant encore R la portion de 
Taxe comprise entre la première et la dernière 
ordonnée, ^[A+DH-3(B+C)]R : pour six 
ordonnées, on aura^[i9(A+F)+ 76(B+E) 
+ 5o(C+Dj]R0\ 

Nous allons enfin ranger toutes ces expres- 
sions en forme de table, pour la commodité 
des lecteurs qui en auraient besoin ; mais, pour 
abréger, nous y nommerons simplement A' la 
somme de la première et de la dernière ordon- 
née, B' celle de la seconde et de la pénul- 
tième, etc., et dans le cas des ordonnées en 
nombre impair, la dernière lettre sera l'ordon- 
née du milieu. Nous avons négligé les cas où 

(0 Ces formules se trouvent dans VHarmonîa men-' 
surarum de Cotes, p. 33 , deuxième pagination. 
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Ton n'emploierait cp'une ou deux ordonnées^ 
parce qu'on ne doit en attendre aucune exacti- 
tude. La première colonne contient le nombre 
des ordonnées, à côté duquel est exprimée l'aire. 

|(A' + 4B')R- 

j(A'4-5B') R. 

i(7A' + 52B'4-"(r)R. 

ig(i9A'4-75B'+5oC0R. 

4(4iA'+ai6B'4-37C'-f-a7jD0R. 

Newton ajoute^ ce qui peut servir à simpli- 
fier beaucoup ces calculs^ que si Ton prend le 
double de Fordonnée du milieu^ et que Ton 
joigne enseïiabk les ordonuées qui en sont égsr 
lement distantes^ comme QR avec çr, HI avec 
lu 9 qu'enfin l'on substitue ces sommes à cha- 
cune des premières ordonnées QR, HI^ il se 
formera une nouvelle courbe ypqi* , dont Taim 
sera égale à celle de la première. Cela revient 
à ce qui a été démontré }Jus haut^ que, fiour 
avoir Faire des deux parties POGF^ pcGF de 
la courbe par une même et unique intégration^ 
il fallait ajouter les à^nx ordonnées fO, po, 
multiplier leur somme par dœ^ et intégrer 
ensuite. Newton propose encore quelques 
moyens propres à transformer ces courbes^ 
mais mon dessein n'est pas de faire un com- 
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xnentaire de son traite entier; ainsi je reviens à 
mon objet principal ^ en appliquant cette mé* 
thode a la mesure du cercle. 

Nous supposerons pour cet effets que le 
rayon est 8 , et qu'il est divisé en huit parties 
égales p afin d'avoir cinq ordonnées dans le 
segment AEea (Jîg. a4) qui répond au demi- 
rayon; mais ces ordonnées auront, en fractions 
décimales, les valeurs suivantes : Âa=:8,ooooo09 
B6= \/€5 =7,957255, Cc=v/6^7, 745966, 
Jid— V55 = 7,416198^ enfin Eô = V/48 
2^6,928205. Ainsi Â', somme de la première Aa 
et delà dernière Ee, sera 14,928205 ; B', somme 
de la deuxième Bb et de la quatrième Dd, sera 
1 5, 55545 ï ; on aura enfin C ou Ce =7,745966. 
Par conséquent les 7A'-f-52B'-f- 12C' de la 
formule qui convient au cas de cinq ordonnées, 
seront €88,759445, ce qui doit être multiplié 
par 4 et divisé par 90. Ces opérations donneront 
3o,6ii55o pour Taire du segment AaèE; et si 
Ton en retranche le triangle AEe=:i5,8564o6, 
le reste 16,755124 exprimera le secteur A^e 
dont le triple ou 50,265572 sera le quart de 

Cercle entièf , le quarré du rayon étant 

64^000000 : eft enfin réduisant ce rapport au 
dénoffîinatew t>oôoboo, on trouvera le pre- 
tnîer nombre =ô,7855g(6, ce qui ne diffère 
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T^« ^^ 7= OU 1^^ du nombre 0,785598, 
lequel pèche bien peu par défaut, puisque 
le chiffre suivant n'est que l'unité. Enfin si , 
partant du nombre 0,7853981, on remonte au 
segment AaeE, on trouvera 3o,6ii566, va- 
leur qui coïncide dans les six premiers chifîres 
avec celle qui a été .trouvée ci-dessus. 

Nous donnerons encore un exemple de l'ap- 
plication de ces formules à la mesure d'un es- 
pace circulaire. Ici nous ne prendrons que 
quatre ordonnées également distantes , dans le 
même segment dont il vient d'être question. 
Pour cela, il faudra supposer le rayon divisé 
en six parties égales; et alors ces quatre or- 
données seront en fractions décimales, 6,00000, 
5,91607, 5,65685, 5,ig6i5; par conséquent 
A'+5B', formule des quatre ordonnées, aura 
pour valeur 45,91 49^9 <iu'il faudra multiplier 
par 3 et diviser par 8, ce qui donnera 1 7, 2 1 809. 
Afin de voir jusqu'à quel point ce nombre 
approche de lexactitude , il n'y a qu'à en re- 
trancher le triangle AEe, qui est ici 7,79422, 
et le reste 9,4^587 étant triplé, donnera pour 
le quart de cercle , 28,37161; ce qui, comparé 
au quarré du rayon 36ooo, est la même chose 
que 0,78532 à 1,00000 : l'erreur est ^^ ou 
à peu près un 14000*, ce qu'on doit regarder 
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comme peu considérable , eu égard à ^a facilité 
de Topération. 

Mais si Ton faisait usage de la remarque de 
Newton y et qu'on doublât, dans le cas dés 
cinq oixlonnées, celle du milieu Ce ^ que l'on 
prit ensuite les sommes des ordonnées QR et^r^ 
HI et hi, pour en faire les nouvelles ordonnées 
Qfy Hi de la courbe yfcai^ il faudrait seule- 

ment employer la formule (A'-f-4^)'6f <>^ 

5 (A' + 4JB')^ puîsqu'ici R=2 : on aurait alors 

A' ^-4^' = 91,835959. Or ce nombre divisé 
par 3 donnerait 5o,6 1 1 5 1 5, qui approche con- 
sidérablement encore de la vraie valeur; car, en 
retranchant le triangle AEe=i5,8564o6, et 
triplant le reste 16,754907, on a pour le rapport 
du quart du cercle au quarré du rayon , celui 
de 50,264721 à 64,000000; ce qui est la même 
chose que celui de 0,785586 à i,oooooo. On 
voit que le premier nombre s'accorde dans ses 
quatre premiers chiffres ; avec le nombre de 
Ludolph ; les deux derniers chiffres devraient 
être 98 au lieu de 86 , de sorte que Terreur 
n'est que d'un 85ooo*. Il y a donc quelque 
avantage^ comme le remarquait Newton^ à 
réduire le cas de cinq ordonnées à celui de 
trois, puisque l'erreur est encore presque in- 
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sensible^ et que Topération est considérable* 
ment abrégée. Cest pourquoi, afin de faire 
cette réduction commodément, il faudra subs- 
tituer, à la formule ^(A'-|«4B')R, celle-^ci: 
3L(A' + 4B' + 2C')R , en prenant, comme à 
Tordinaire, A' pour la somme de la première 
et la cinquième, B' pour la seconde et la qua- 
trième, et C pour la moyenne; car cette for- 
mule équivaudra à la réduction qu on vient de 
faire des cinq ordonnées à trois. 

XXIV. 

Thomas Simpson^ un des plus profonds géo- 
mètres qui illustrent aujourd'hui l'Angleterre, 
a donné pour mesurer les aires des courbes, 
une nouvelle méthode que nous croyons devoir 
joindre ici aux précédentes^''^ Il suppose, de 
même qu'on Ta fait dans l'article ci-dessus, 
nn certain nombre d'ordonnées à égales dis- 
tances; et, par une opération fort simple, il 
trouve l'aire de la courbe avec une exactitude 
qui approche beaucoup de la vérité : cette 
méthode est fondée sur la considération sui- 
vante» Soit la courbe IRGrî {Jig. 22) , et que 

J ■ ■ « *l ■ ■ I P ■ I - ■ ■■ -■! ■■ Il ■ t I » ■ « f il I ■ . ■ , ,f « t ■ I II I L ^ 

^"0 JUoAematical DissertaUom, p* 1^* 
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Ton conçoive les sommets des deux oidonnees 
FG, hif joints par une ligne droite; on peut 
imaginer, dans le petit segment G/i> un seg-» 
ment parabolique inscrit qui aura son sommet 
en Vy et son axe ou diamètre dans la position rq. 
Lors donc que les ordonnées ëquidistantes s^ 
ront suffisamment voisines^ on pourra regar«* 
der cet arc parabolique comme coïncidant 
avec là courbe proposée. Or, ayant tiré une 
parallèle a G/ par le sommet r, ce segment 
est égal aux deux tiers du parallélogramme 
Grî =^ FA X «r : Faire FGnA est donc égale 
au trapèze FGiA, plus aux deux tiers de ce 
petit parallélogramme. Mais ur est la diffé-*- 
rence de qr à qu^ moyenne arithmétique entre 

GF et hi; c'est par conséquent gr—- ^ — ^î^ 

011 12. ^ ce qui , étant multiplie par 

\Yhy donne \ qh(4qr — 2GF — 2hi). D'un autre 
c6té le trapèze ¥Gihs=zqh{GF+hi) ; d'où, 
en ajoutant ces deux grandeurs et réduisant 
au même dénominateur, on tirera l'aire. * • . 
mrih^rqk (hi + 4qr+ GF). Par la môm« 
méthode^ on trouvera l'aire .... FGR.IH'sss 
f QH(H14.4QR)+GF, et l'aire entière sera 
k somme Ai+49r+aGF+4QR+HI mul-- 
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tîpliëe paryQHoa^?^- De là il suit que si 
Ton prend quatre fois les ordonnées deuxième^ 
quatrième^ sixième^ etc. , une fois la première 
et la dernière, et le double de toutes les autres, 
qu'on multiplie ensuite ces sommes par le tiers 
de la distance commune QH, désordonnées^ 
on arrivera fort près de Taire de la courbe. 
Donnons-en un exemple. 

Nous reprendrons pour cela les cinq ordon- 
nées du segment de cercle AaéE (Jig. 24)^ dont 
l'abscisse ÂE est égale au demi-rayon ; l'in- 
tervalle BA. est l'unité; ainsi Taire ÀaeE sera 
Y(Aa+Ee4-4B6+4D^+^Cc), ce qui, en 
mettant à la place de ces. ordonnées leurs va- 
leurs , deviendra 3o,6i 1646; d'où Ton tirera, 
comme on a fait plus haut, le rapport du 
quart de cercle au quarré du rayon, comme 
. 0,785401 à 1,000000. Or ce rapport ne diffère 
de 0,785598 que de -^^^ ou un 35oooo*. Je ne 
croîs pas qu'on puisse rien trouver de plus 
simple, et en même temps de plus approchant 
de la précision. 

Au reste, il est aisé d'apercevoir que cette 
règle exige nécessairement que le nombre des 
ordonnées soit impair; mais c'est une sujétion 
légère qui diminue très peu ses avantages. Il 
est aussi à propos, afin qu'eUe ait son effet 
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«ntier^ que la courbe soit ou toute' convexe, 
ou toute concave vers son axe, à moins que les 
ordonnées ne soient extrêmement voisines; au- 
trement il faudrait tirer une ordonnée du point 
d'inflexion, qui la partagerait en deux seg- 
mens , l'un concave > l'autre convexe , vers 
Taxe , et on les mesurerait à part. 

J'ajouterai qu^on pourrait , dans certains cas,, 
rendre cette règle beaucoup plus parfaite, eni 
déterminant quelle espèce de parabole con- 
viendrait le mieux avec le petit segment curvi- 
ligne. Il faudrait pour cela examiner quel rap- 
port les distances de l'arc Gri à sa tangente en r, 
prises dans le sens des ordonnées, ont avec 
les portions correspondantes de l'axe des abs- 
cisses. Si celles-là, par exemple , étaient comme 
les cubes de celles-ci, il est visible que le* 
segment parabolique le plus voisin de celui^ 
de la courbe appartiendrait à une parabole 
dont l'équation esij^=za:; alors la règle 
changerait un peu, ce petit segment étant 
au parallélogramme circonscrit comme 3 à 4; 
mais je me contenterai d'indiquer cette ad- 
dition à l'ingénieuse règle de Simpson^ parce 
que ce n'est pas ici le lieu d'en approfondir 
davantage la théorie. Les géomètres me com- 
prendront du premier coup, et il faudrait 

i5 
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pour les aatres des expUcations assez I<m- 



gués ^'^ 



XXV. 



Je terminerai ce chapitre en donnant une 
i^^de l'ingénieux moyen dont JeanBemoulU 
a fait usage pour déterminer des limites de 
plus en plus rapprochées du rapport de la cir- 
conférence du cercle à son diamètre. On s'est 
borné à un court extrait de l'écrit de Semoulli^ 
parce que la nature du sujet ne permet guère 
de l'analyser avec plus de détail, sans tomber 
dans une prolixité que nous cherchons à éviter. 
Les lecteurs dont nous aurons excité la curio* 
silé pouiTont consulter les œuvres de ce grand 
homme (tome IV, p. 98), qui sont ou qui 
doivent être entre les mains de tous ceux qui 
aspirent à des connaissances profondes dans la 
Géométrie et l'Analyse. 

La méthode dont nous venons de parler 
consiste en ceci : qu'on imagine qu\ine courbe 

CO On a depuis beaucoup étendu et yarié les for- 
mules de ce genre : pour ne parler que de celles qui se 
rapportent immédiatement à ce passage, je citerai le» 
mémoires de MM. Kramp et Berard, dans les tomes Yl, 
YII j VIII et IX des Annales de Maihématiçues pur- 
bliées par M. Gergonne. 
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telle qu ua quart de cerclç (dont les taogentea 
aux deux extrémités se reiacoutrent l'une l'autre 
(lerpeudiculairemeut ) se développe eu corn- 
mançaut par une de ses extrémités^ et s'étende 
en ligne droite ^ cette extrémité décrira une 
nouvelle courbe qu'on pourra supposer se dé-^ 
velopper aussi ^ mais en sens contraire^ c'est-* 
à<*dire eu commençant par le côté qui a été 
décrit le dernier; de là en naîtra une troisième 
que l'on concevra développée de la même mar* 
nière, et ainsi à l'infini. Toutes ces courbes, 
comme le remarque Bemoullij approchent de 
plus en plus de l'égalité et de la similitude par-* 
faite, et elles ne tardent même pas à être senr> 
siblement égales s on peut encore observer 
qu'elles deviennent de plifô en plus semblables 
à des cycloïdes* C'est une conséquence de cette 
vérité connue , que ces courbes sont les seules 
à ordonnées parallèles, dont le développement 
ne Ésiit que les reproduire ^'\ 

Ayant donc nommé a la première courbe^ 
c'est-à-dire le quart de circonférence dont 

CO dette conséquence n'est pas si simple qu'elle n'ait 
besoin d'une preuve immédiate ; elle a e'té démpatr^e 
pour lai première fois par Euler (Novi Comment. Acad^ 
Petrop,, t. X , p. 179) ; ensuite par Lagrange (M^l^i^sy 

i3.. 
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le rayon est l'unité, BemouUi détermine la 
longueur de toutes les autres par une suite 
d'expressions fort régulières et fort aisées à 
continuer pour tel nombre de courbes qu'on 
voudra. Ces expressions ont de plus cet avan- 
tage, d'être extrêmement simples ; car, après 
les réductions convenables, elles ne renferment 
que la grandeur a élevée à une puissance dont 
l'exposant est celui du rang de la courbe en 
comptant la première, et affectée uniquement 
de quelques coefficiens numériques. 

Que l'on suppose donc, ajoute BemoulU^ 
que deux de ces courbes qui se suivent immé- 
diatement soient égales entre elles, et qu'on 
égale les deux expressions qui les désignent. 
Comme elles ont cette forme : Ma% Na'"*"', il en 
résultera nécessairement une équation simple 
entre a , ou le quart de la circonférence , et 
une fraction numérique qui sera sa valeur; 
or il est évident que cette valeur approchera 
d'autant plus de Texactitude, que la suppo- 
sition qui l'a donnée s'en écartera moins. 

crits déposés à la bibliothèque de Tlostitut) ; par 
M. Legendre {Exercices de calcul intégral, t. II, 
p. 540 ; enfin par M. Poisson (Journal de VÈcole 
Polytechnique, xviii* cahier, p. 43i). 
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Cette considération conduit à déterminer 
des limites alternativement plus grandes et 
moindres qu'il ne Êiut; car en égalant la pre- 
mière et la seconde courbe, on trouve, pour le 
rapport du quartde cercle au rayon, un nombre 
qui excède le vrai ; au contraire, la supposition 
d'égalité entre la seconde et la troisième en 
donne un trop petit, et ainsi de suite. Au reste, 
ces limites approchent avec assez de prompti- 
tude les unes des autres; en effet, la compa-* 
raison de la douzième et de la treizième courbe 
fournit le rapport de 1,0000000 à 5,141^900, 
et l'égalité supposée entre la treizième et la 
quatorzième, celui de 1,0000000 à 5,1415955; 
or ces deux valeurs de la circonférence ,•..•. 
3,1415900, 3,1415955, sont, l'une trop petite, 
l'autre trop grande, et coïncident néanmoins 
jusqu'au sixième chifire; ainsi elles sont vraies 
dans les six premiers, comme on le sait d'ail*- 
leurs par les approximations si connues de 
Viëte^ Ludolph^ etc.. 
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CHAPITRE V. 
ffistoire des Quadrateurs les plus célèbres. 

l. 

J'ai donné, dans le cours de cet ouvrage , le 
nom de quadrateurs à ces hommes qui , pour 
la plupart, à peine initiés dans la Géométrie , 
entreprennent de quarrer le cercle, ou s'obsti- 
nent à maintenir d'absurdes paralogismes pour 
une solution légitime de ce problème. Ayant 
à les nommer souvent, il me fallait un terme 
nouveau pour éviter les circonlocutions , ou 
ne pas leur prodiguer le titre de géomètres, 
qu'ils méritent si peu. J'ai fait usage de la li- 
berté qa'Hbrace accorde dans une pareille cîiv 
constance; le mot de quadrateur m'a paru assez 
heureux pour mon objet, et je l'ai adopté. 

Le même motif qui m'a porté à désigner ces 
esprits d'une trempe si singulière , par une dé- 
nomination nouvelle, m'a conduit à ne parler 
d'eux que dans un article à part : Hippocrate 
de Chio et Grégoire de Saint^Vincent méri- 
taient seuls quelque distinction a cet égard* 
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A«iniis-je dû exposer de suite les dëcourerteB 
doBt nous nous sommes occapés jusqu'ici , et 
les ridicules prétentions de tant de qus^ratemrs 
aiiciens et nK>demes? Non, sans doute : c'eût 
été trop honorer ces derniers et faire une es- 
pèce d'injure aux auteurs des inventions ingé^ 
nieuses qu'on a exposées dans les chapitres pré- 
cédens; les noms d'un ^n^Amie^e^ d'un Wallis^ 
d'un Newton^ figureraient mal à côté de ceux 
des Brjrson^ des Oronce Finée, des Delcdeu, 
des Basselirij etc. 

Mais, diront sans doute quelques personnes 
judicieuses, quelle utilité peut- il y avoir à 
tirer de la poussière ces noms déjà dégradés 
auprès de la postérité et de leur siècle même, 
par les erreurs de ceux qui les ont portés ? Je 
me suis fsdt cette question plus d'une fois, et 
plus d'une fois j'ai été sur le point de suppri- 
mer cet article entier; cependant, après quel- 
ques réflexions, j'ai pensé que l'histoire d'un 
problème célèbre par tant de tentatives et de 
chutes honteuses, ne pouvait être complète 
qu'en faisant connaître du moins quelques-uns 
de ceux qui se sont signalés par ce ridicule ; il 
y a d'ailleurs une sorte de justice ^ traduire de- 
vant la postérité, des hommes qui semblent 
avoir, de propos délibéré, fermé les yeux à la 
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grande évidence. Si l'erreur grossière, etpresf 
que volontaire, n'était punie que de l'obscu-» 
rite et de l'oubli, ce châtimeut léger serait trop 
peu capable de retenir les nombreux imita- 
tateurs de ceux dont je parle ; ils deviendront 
peut-être plus circonspects en voyant le mépris 
et l'espèce de tache qui accompagijient les noms 
de ceux dont ils suivent les traces. (Fojr. p. ao.) 

II. 

Il y eut parmi les anciens, comme parmi 
nous, un grand nombre de ces faibles géo- 
mètres, qui se persuadèrent avoir trouvé la 
quadrature du cercle; j'en ai déjà cité quel-^ 
ques^uns par occasion. La prétendue quadra-^ 
ture de Brjrsorij qui faisait le cercle moyen 
proportionnel entre les quarrés inscrit et ciiv 
conscrit, est une erreur indigne de la Géomé- 
trie, soit qu'on l'entende du moyen arîthmé^ 
tique ou du moyeu géométrique ; car la difie- 
rence est de près d'ui^ vingt-^unième dans le 
premier cas; et à l'égard du dernier, on savait 
déjà de son temps que le moyen géométrique 
entre ces quarrés était l'octogone inscrit. 

C'est sans doute de ce nombreux essaim de 
quadrateurs que parle Ârchimède^ dans la pré- 
face dç sa Quadrature de la parabole. On y lit 
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que plusieurs avaient déjà tenté de quairer le 
cercle et l'ellipse, mais qu'ils n'avaient enfanté 
qae des paralogismes, pu supposé des prin- 
cipes qu'on ne pouvait leur accorder. La res- 
semblance de notre âge avec celui d^ Archimede 
est entière; combien de quadrateurs qui com- 
mencent à partir de quelque principe directe- 
ment contraire à la Géométrie ! Nous en avons 
un aujourd'hui pour qui la partie n'est pas 
moindre.queletout; pour qui la diagonale et 
le côté du quarré ne sont pas incommensu- 
rables, qui réussit enfin à merveille avec ces 
principes féconds à quarrer le cercle, non par 
la méthode des géomètres , mais par le méca-' 
nisme en plein des Jigures; ce sont là ses pro- 
pres termes : spectatum admissi lisum teneatis 
amici. {Hor., Arspoet.^ v. 5.) 

IIL 

Je ne dirai rien des siècles d'obscurité qui 
ont précédé le renouvellement des sciences 
parmi nous : on a dû trouver souvent la qua- 
drature du cercle dans ces temps où les plus 
habiles savaient à peine une partie de la Géo- 
métrie élémentaire â^EucUde. Je ne m'amu- 
serai pas à y fouiller pour en retirer la pré- 
cieuse découverte de quelque nom inconnu et 
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qai xaérUe de l'être; je passe k un temps sur 
lequel nous avons plus de lumière. 

IV. 

Le premitt qui^ 4 la renaissance des lettres^ 
occupa les géomètres à réfuter ses erreurs , est 
le fameuK ^rardinal ile Casa; il prétendit avoir 
réussi à quarrer le cercle par deux voies difiié-* 
rentes. Suivant Tune, il £siisait rouler sur un 
plan un oercle ou un cylindre, juscpi'à ce que 
le point qui lavait touché au commencement 
de la révolution retournât s'y appliquer. Ce- 
pendant il faut lui rendre cette justice, il n'é- 
tait pas asses maladroit pour prétendre déter-. 
miner ce point par un mécanisme si grossier; 
il cherchait à le faire géométriquement ; mais 
son opération est tout^i-ilàîterronnée. Son autre 
méthode lui donnait cette fausse détermination 
de la circonférence : SiVon a un cercle ^ disait-il, 
et quon en décria un second dont le diamètre 
soit égal au rq^ondu premier j tuigmentédu côté 
du quarré inscrit j le triangle équilatéral inscrit 
dans ce second cercle^ sera isopérimètre au pre- 
mier. Ce n'est pas même là une approximation; 
-car un calcul très simple fait voir que la circon- 
férence ainsi déterminée s'écarte beaucoup en- 
dessous des limites ^Archimède. RegtorMm-' 
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tonus 4i^y prit de cette manière |>our réfuter la 
prétention ^6 ce caréin^ géomètre : ce ^'il fit 
dans idnsîetijis lettres écrites en 14^4^^ i4^> 
mais imprimées seulement en i5S3^ avec quel* 
qnes autres œuvres posthumes de ce savant 
astronome. Quant à la première ipiadrature 
du cardinal de Cusa^ elle fîit de nouveau ré- 
cfaaufiee au commencement du seizième siècle, 
par un certain Bopillius de Vermandois> que 
sa seule obscurité a préservé de la risée des 
géomètres, 

V. 

A ces malheureux quadrateurs succéda, vers 
le milieu du seizième siècle, Oronce Finée. 
€elui-Kn se proposa un objet bien plus vaste 
qu'aucun mathématicien de ses prédécesseurs ; 
la quadrature du cerde n'est qu'une petite par- 
tie des nombreuses découvertes qui composent 
sou livre, de Rébus matJiematicis Tiactenus 
desideratis. L'invention des deux moyennes 
proportionnelles , la trisection de l'angle , l'ins- 
cription de tous les polygones d'un nombre im- 
pair de côtés, dans le cercle, que Sais-je? Rien 
ne se refusa à ses efforts : il surmcmta lui seul 
toutes les difficultés qui avatentjusque là arrêté 
les géomètres ; mais l'illusion ne fut pas de Ion- 
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gue durée. Un de ses disciples, nommé Buteon^ 
mathématicien plusjudicieux, l'attaqua le pre- 
mier et démontra ses erreurs. Il fut secondé 
par un mathématicien portugais, justement cé- 
lèbre de son temps, savoir, Pierre Nonius (on 
NiigneSj dans sa langue), qui releva les bévues 
d'Oronce avec plus d'étendue, dans un livre 
exprès, intitulé Z^^^rra^û' OrontU. Ainsi s'éva- 
nouit l'espérance d'une immortalité brillante 
dont Oronce s'était flatté; et l'ouvrage sur 
lequel il s'était reposé pour sa réputation fut 
regardé comme une des plus misérables pro- 
ductions qu'on eût vues depuis long-temps. 

Au reste, Oronce prétendait, ce qu'il peut 
être utile à quelqu'un de savoir pour le prér 
server de la même erreur; il prétendait, dis-je, 
que la circonférence du cercle était la moindre 
des deux moyennes proportionnelles entre les 
contours des quarrés inscrit et circonscrit; mais 
cette moyenne excède les simples limites d'-^r- 
chimède^ et on le réfuta dès lors en le lui mon- 
trant. Depuis ce temps, Hujgens a démontré 
immédiatement que la circonférence du cercle 
était toujours moindre que la moindre des deux 
moyennes, soit arithmétiques, soit géométri- 
ques, entre les contouï*s des polygones sembla- 
bles, inscrit et circonscrit, quels qu'ils soieiit. 
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VI. 

On vit peu de temps après la chute d^Orônce^ 
paraître dans la carrière un nouveau préten- 
dant a l'honneur de quarrer le cercle; il se 
nommait Simon f^anrEjrk{Duchesne). Celui-ci 
fiit apparemment moins maladroit que les pré- 
cédens; car Pierre Métius^ qui le réfuta^ fut 
obligé pour le faire, de déterminer des limites 
beaucoup plus resserrées que celles à^jàrchi-- 
mède : ce fut là l'occasion de sa découverte du 
rapport approché de ii5 a C55, qui convient 
avec les chiffres de Ludolph^ jusqu'au septième 
inclusivement. La quadrature de Duchesne ne 
résista pas à cette rigoureuse épreuve , et fut 
universellement reconnue pour fausse. 

VIL 

Parmi ceux qui se sont flattés dans ces der- 
niers temps d'avoir atteint précisément la vraie 
mesure du cercle^ aucun ne l'a fait avec plus 
de confiance que Joseph Scaliger. Non con- 
tent de la célébrité dont il jouissait comme 
profond érudit, il prétendit acquérir le pre- 
mier rang parmi les mathématiciens. La dé- 
couverte de la quadrature du cercle lui en pa- 
rut un moyen assuré ; et il la trouva comme 
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font tous ceux qui , k pdoe initiés dans la Géo-^ 
métrie^ s'engagent à la rechercher, persuadés 
qu'elle ne leiur échappera pas. Il exposa sa rare 
dëoooverte dana le livre intitulé Noça Cyclo^ 
metriaj en iSgn ; et l'air d'assurance avec lequel 
il l'annonça en imposa à bien, des g&as , qui 
n^ésitèrent pas à lui ceindre le laurier de géo« 
mètre f mais ceux à qui seuls il appartenait 
de décider du mérite géométrique en jugèrent 
hiea autrement. Le grand nom de Scaliger 
demandait de grands adversaires* Viète^ le -pre^ 
mier mathéinaticien de son temps, le réfuta, 
de même qa^uàdrianus RomanuSy géomètro 
célèbre des Fays-Bas, et le. P. Claufius. Ce der- 
nier surtout 1^ mortifia extrén^ment; 11 fit 
voir que de la quadrature prétendue de Sca^ 
Uger^ il s'ensuivait que la circonférence du do- 
décagone inscrit était plus grande que celle du 
cercle qui le renfermait. Il ne se borna pas«à 
cela; les solutions pitoyables de la trisection 
de l'angle, de Tinscriptioa des polygones, don^ 
nées par SeaUger, ne furent pa^ traitées avec 
plus d'indulgence. Ses paralogismes^ sa con*- 
tradictson peipétuelle avec les principes les 
^us assurés de la Géométrie, furent mia a» 
grand jour par l'Allemand Cla\iuSj qui, pour 
rendre la critique encore plus amà*e, releva 
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le coatraste humiliant des grossières bévues 
de Scaliger, avec sa confiance el la manière 
insultante dont il avait traité Euclide et ^r- 
eMmède^ U n'y ent qu'une voix à son sujet, 
du moins parmi les géomètres. J'ajoute à des* 
sein cette restriction , car je n'ign<M^ pas cfue 
tel est regardé comme un grand homme par des 
gens hors d'état de l'apprécier, qui n'est qu^un 
objet de mépris pour ceu^: qui cultivait le 
même art ou la même science. Nous en avons 
de nombreux exemples. Quant k Scaliger^ cou» 
FOnné par ses amis ou quelques ignorans, il 
îxkX mis, par ceux qui étaient versés dans la 
Géométrie , au rang des plus maladroits qua- 
diaieurs. 

vni. 

Une histoire aussi détaillée des autres géo« 
mètres de cette espèce serait longue , et le peu 
d'intérêt qu'on doit y prendre ne la rendrait 
pas supportable : je me borne donc à faire 
passer brièvement en revue ceux dont il me 
reste à parler. J'ai regret de trouver ici Longo^ 
monlanus. Ce célèbre astronome du commen- 
cement du siècle dernier se fît un vrai tort, par 
la faiblesse qu'il eut de se faire illusion sur la 
quadrature du cercle. U voulut que le dîa- 
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mètre fut à la circonféreuce comme looooo à 
3i4i85 ^*'; cela est suffisamment réfuté par les 
rapports qu'on a donnés ci-dessus , suivant les- 
quels la circonférence est moindre que 3 141 6a 
des' mêmes parties ; mais Longomontanus mé* 
rite quelque indulgence, eu égard aux travaux 
utiles dont on lui est redevable en Astronomie. 
A peu près dans le même temps , Jean-Bàptiste 
Porta ^ Napolitain 9 tenta la voie des lunules 
pour parvenir à la quadrature du cercle. Oq 
trouve bien des puérilités dans son ouvrage, 
qui aboutit enfin à des paralogismes palpables; 
et quoiqu'il y eût mille propriétés curieuses de& 
lunules, que des géomètres qui ne songeaient 
pas à la quadrature du cercle ont aperçues- 
{yojrez ci-dessus, p. 40 , la note a\ Porta n'en 
rencontra aucune , mais seulement des erreurs. 
Tel est ordinairement le procédé de ceux qui 
s- adonnent a ce problème : il est hors d'exemple 
que leur travail ait procuré la moindre dé- 
couverte géométrique; j'en excepte le seul 
Grégoire de Saint-Fïncent^ dont j'ai parlé avec 
éloge. 

Le fameux Hobbes donnait, il y a près d'un 

CO Huygens, De circuli magmtudine imenia. Opéra 
varia, p. 385. 
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siècle, dans un travers semblable; on peut 
même dire qu'il surpassa en ridicule tous ses 
prédécesseurs en ce genre; car non-seulement 
il crut avoir réussi à quarrer le cercle, et à 
trouver les deux moyennes proportionnelles, 
mais on ne vit jamais un pareil acharnement à 
le soutenir contre Wallis^ qui prit la peine de 
le réfuter par plusieurs écrits. Le dépit qu'il 
en conçut se tourna contre les géomètres et la 
Géométrie elle-même. D'abord il en avait ad- 
mis la méthode et les principes; les contradic- 
tions que Wallis lui opposa le conduisirent 
peu à peu à s'inscrire en faux contre tous les 
axiomes, et il en entreprit la réforme entière 
dans le livre intitulé De ratiociniis et fastu 
geometrarum. Cette querelle lui fit enfanter une 
foule d'autres écrits, dont les extraits consi- 
gnés dans les Transactions philosophiques^ ne 
contribueront pas à établir sa réputation dans 
la postérité. 

Je citerais encore un grand nombre d'au- 
tres personnages à mettre à côté de ces prcr 
miers. Un Oliner de Serres^ qui trouvait 
savamment que le cercle était double du 
triangle équilatéral inscrit; et, ce qui donne 
une grande idée de ses connaissances en Géo- 
métrie , il ignorait que ce double est l'hexa- 

i4 
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gone^'^. Uh siéur Delaleu^ qui fatigua vers le mi- 
lieu du siècle passë^ les géomètres^ par sou obs- 
tination à maintenir ses paralogismes^ contre les 
réfutations solides et évidentes cpi'on y opposa. 
Un sieur MaUemant de Messange, célèbre dans 
les journaux du temps , par ses impertinens sys- 
tèmes physiques ^'^ Un sienr Detles^e CIiu^er^^\ 
qui quarrait métaphysiquement le cercle, et dé- 
quarrait (qu'on me permette ce terme) la para- 
bole, insultant aux géomètres qui avaient été 
si long-temps les dupes diArchimède. Il ne tint 
pas à Leibmtz de se donner la comédie et à 
toute l'Europe, en le mettant aux prises avec 
Nieuwentjrtj qui, dans le même temps, entas- 
sait bien des mauvais raisonnemens sur le calcul 



CO Ceci n'est pas exact. Dans le 3* chap. du i" lieu de 
son Théâtre d* agriculture, Olivier de Serres dit qu'il 
a trouvé, au moyen de leur poids > que le cercle et le 
quarré construit sur le côté du triangle équilatéral ins- 
crit sont sensiblement égaux ; mais il n'annonce au- 
cune prétention à une découverte , et veut seulement 
suppléer à des considérations plus élevées qu'il paraît 
n'avoir pas connues : aussi Montucla^ dans la dernière 
édition de son Hùt. des Math., ne Ta-t-il plus mis au 
nombre des quadrateurs. 

C*) Journal des Savans, 1679, 80, 81, etc. 

C*) Actes de Leipsic, ann. 1696. 
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différentiel. Mathulon^ enfin , condamné il y a 
environ trente ans^ par un tribunal de justice^ 
à la peine qu'il s'était imposée lui-même , si 
Toa convainquait sa quadrature de fausseté : la 
perte d'une somme de mille écus fut la puni-* 
tion qu'il essuya pour avoir eu l'ambition de 
quarrer le cercle, et la témérité de défier par-- 
devant notaires, les géomètres de relever la 
moindre erreur dans ses raisonnemens. 

Parmi cette foule de quadrateurs obstinés à 
se refuser aux preuves les plus évidentes. Bas- 
selin est un des plus récens ; il ne faut qu'avoir 
jeté les yeux sur son livre, pour juger que 
c'était un des plus pitoyables et des plus em- 
barrassés. Son prétendu rapport s'accordait à 
peine jusqu'au quatrième chiffre , avec les li- 
mites trouvées par Ludolph; aussi prétendait-il 
infirmer leur certitude, parce qu'elles sont 
au-dessous du juste milieu de celles HiArchi^ 
mède. On lui demandait quelle assurance il 
avait que la véritable grandeur du cercle ne fût 
pas au-dessous de ce juste milieu. C'était, ré- 
pondait-il , sa quadrature ; et il se disait assuré 
qu'elle était exacte, parce qu'elle se rencontrait 
dans les limites d'j^rchimède, comme si mille 
autres rapports aussi faux que le sien ne se 
rencontraient pas également entre ces limites. 

i4«« 
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Eu vain lui faisait-ou mille raisouuemeus très 
palpables pour le désabuser, ce pauvre géo- 
mètre qui , dans le temps qu'il quarrait le cer- 
cle , ignorait qyiy^rchimède eût quarré la para- 
bole , est mort dans l'intime persuasion qu'une 
postérité plus équitable reconnaîtrait quelque 
jour ce que ses jaloux contemporains lui con- 
testaient; car c'est un faible qui ajoute encore 
au ridicule des gens de cette espèce, que de se 
persuader que la jalousie seule des sayans et 
surtout des académies, leur oppose les contra- 
dictions qu'ils essuient. BasseUn appréhendait 
extrêmement les effets de cette jalousie, ou 
quelque plagiat odieux; il en agit toujours avec 
les commissaires qu'il avait extorqués , comme 
un homme qui craint de se voir enlever un 
secret inestimable; il ne dévoila entièrement 
sa découverte que daus l'impression, pour s'en 
assurer la gloire. 

IX. 

J'avais cru d'abord devoir m'imposer la loi 
de ne point parler des quadrateurs vivans, 
puisque je ne pouvais avec équité les ranger 
dans une autre classe que ceux qu'on vient de 
voir; mais j'ai fait réflexion que puisqu'ils 
avaient couru le hasard du jugement du pu- 
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blic , il m'était permis de lés citer devant lui : 
je me bornerai néanmoins à un petit nombre, 
c'est-à-dire à ceux que le hasard m'a présentés, 
ou à qui la singularité de leurs prétentions a 
donné une sorte de célébrité. 

Lfger a rempli les Mercures d'écrits con- 
cernant la quadrature du cercle, et a fait un 
ouvrage particulier pour prouver que la partie 
n'est pas moindre que le tout, qu'il n^ a point 
d'incommensurables, que la racine quarrée de 
24 est la même que celle de :î5, et celle de 5o 
la métne que celle de 49 > etc. Il prouve tout 
cela, non par des raisonnemens métaphysi- 
ques, mais clairement et aux yeux ^ par le mé^ 
canisme en plein des figures ^ pour me servir 
de l'expression qu'il emploie dans un écrit que 
j'ai vu de lui. Le sieur Tondu de Nangis est 
l'auteur de l'insigne découverte de mesurer, 
non plus les lignes courbes en les comparant 
aux droites, mais les droites en les comparant 
aux courbes. 

Le sieur Clerget a redressé les idées des géo- 
mètres sur le cercle. On l'avait cru, depuis 
l'enfance de la Géométrie, une figure plus 
grande qu'aucun polygone régulier inscrip-- 
tible, quel que fût le nombre de ses côtés, ou, 
suivant la Géométrie moderne, un polygone 
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qui en a une infinité. L'auteur dont nou$ 
parlons a trouvé que c'est un polygone d'un 
certain nombre de côtés déterminé. Fondé ap- 
paremment sur de nouvelles découvertes arith-^ 
métiqueSy il prétend qu'il y a de la contra-*- 
diction dans la valeur approchée que les 
géomètres assignent à la circonférence circu* 
laire; car, dit-il^ comment se peut-il faire que 
les uns l'exprimant par ^^^ d'autres nous disent 
qu'elle est \^^, et qu'enfin il y en ait qui 
l'expriment par 20, 5o chifires, etc. Avec une 
pareille sagacité , Tauteur pourra contester que 
la racine quarrée de 2 soit ^ , a moins d'un 
millième près, parce qu'un autre afiectant une 
exactitude supérieure, aura dît qu'elle était 
i|^~, qui en difiere de moins qu'un looooooo*. 
M. C. enfin ne se bornant pas à la découverte 
de la quadrature du cercle, a trouvé la trisec- 
tion de l'angle, et surtout, ce qui est admi* 
rable, la grandeur du point où se touchent 
deux sphères inégales. Il démontré aussi, à 
l'aide des principes féconds dont il est l'inven- 
teur, que la terre ne peut tourner autour de 
son axe et dans son orbite , sans une absurdité 
palpable. 

Il m'aurait été facile de grossir cette liste, si 
j'avais donné le moindre soin à rechercher ces 
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écrits dignes de l'oubli où ils tombent y après 
avoir quelquefois amuse le public par leur sin- 
gularité et la confiance de leurs auteurs; mais 
je croirais avoir à me rendre compte à moi- 
même d'un temps si mal employé, et je crain- 
drais d'encourir le blâme des géomètres, si je 
leur présentais un plus grand nombre de ces 
objets, qui ont à peine auprès d'eux le mérite 
du ridicule. 
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CHAPITRE VL 

jiddition , contenant Vhistoire cte quelques 
autres problèmes fameux en Géométrie ^ 
commit ceux de la duplication du cube au 
des deux moyennes proportionnelles ^ et de 
la trisection de Fangle. 

I. 

L'impression de cet ouvrage était fort avan- 
cée, lorsque des personnes aux avis desquelles 
je défère, m'ont conseillé de profiter de Tocca- 
sion présente pour traiter historiquement ces 
deux problèmes , qui le cèdent peu en célé- 
brité à celui de la quadrature du cercle. Je me 
suis déterminé sans peine à ce nouveau tra- 
vail, dans la vue de Futilité qui peut en être 
le fruit. On ne voit en effet que trop de per- 
sonnes malheureusement obstinées à la re- 
cherche des deux moyennes proportionnelles, 
ou de la trisection de langle, sans avoir jamais 
examiné et connu la nature de ces questions. 
Ce chapitre , indépendamment qu'il contient 
•un morceau assez curieux de l'histoire de la 
Géométrie, m'a paru propre à les instruire et à 
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les désabuser; elles y verront qu'elles s'occu- 
pent infructueusement a rechercher, ou ce qui 
est déjà trouvé, ou ce qu'on ne saurait trouver. 
Je m'explique : ces problèmes sont résolus au- 
tant qu'ils peuvent l'être; en ce sens, y tra- 
vailler, c'est chercher ce dont on est déjà en 
possession ; mais prétendre les résoudre par la 
règle et le compas seulement, c'est-à-dire par 
de simples intersections de lignes droites et cir- 
culaires, c'est s'obstiner à une recherche vaine 
et impossible. Cette vérité n'est aujourd'hui 
sujette à aucune contestation parmi les géomè- 
tres, et l'on s'attachera plus bas à la bien prou- 
ver. J'entre en matière, et je commence par la 
duplication du cube ^'\ 

II. 
Il s'agit, dans celte première question, de 

0) En 1 798 , M. Nicolas Théodore Reimer a publié 
sur ce sujet un ouvrage spécial , intitulé Historiapro- 
bîematis de cubi dupplicatione (Gottingue) , dans le- 
quel il a fait une revue exacte des fragmens que les 
anciens nous ont laissés , fragmens peu connus lorsque 
Montucla écrivait. La plus grande partie se trouve 
dans le Commentaire d'Eutocius sur Archimède , dont 
Torrelli a laissé une édition bien complète , qui a été 
imprimée à Oxford en 179S1. 
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trouver un cube^ ou plus gëuëralemeat vtrk so- 
lide quelconque , précisément double oix en 
raison donnée, avec un solide semblable. Les 
géomètres aperçurent bientôt que cela se rédui- 
sait à déterminer les deux moyennes propor- 
tionnelles continues entre deux lignes doanées. 
Hippocrate de Chio fut, dit-on, Tauteur de 
cette remarque; elle suit de cette propriété des 
progressions géométriques si connue, que le 
quarré du premier terme est au quarré du se- 
cond comme le premier au troisième; le cube 
du premier terme à celui du second connine le 
premier au quatrième , etc. ; c'est-à-dire qu'en 
général la puissance du premier terme, désignée 
par l'exposant /i, esta la puissance semblable du 
second, comme le premier terme à celui dont 
le rang dans la suite est exprimé par /z + i . 
Ainsi A étant le côté d'un cube proposé, la pre- 
mière des deux moyennes continues entre A et 
mK , sera le côté d'un cube multiple du pre-* 
mier, comme m l'est de l'unité ^*^ Ce qu'on vient 
de dire des côtés d'un cube s'applique aux côtés 
homologues des solides semblables; il suffit, 
pouf le voir, d'être initié dans la Géométrie. 



(*^ Puisque dans la progression ^ k\x\y\mk^ on 
aura h?\x^\\k\mk^ d'où 9? = mk^. 
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m. 

Tout le monde sait la manière dont on ra- 
conte l'origine du problème de la duplication 
du cube : c'est en Géométrie un trait aussi fa- 
meux que celui de l'hécatombe immolée par 
Pjrihagore. Si l'on s'est moqué avec justice de 
ce prétendu sacrifice, qui n'est compatible ni 
avec les facultés d'un philosophe, ni avec les 
dogmes qu'enseignait celui de Samos^''^^ on ne 
doit pas plus d'égards à l'histoire qu'on fait du 
problème des deux moyennes proportionnelles. 
Je ne répéterai donc pas ici ce quW trouve 
dans tant d'autres endroits , la fable de cette 
divinité bizarre, qui demandait un autel pré^- 
cisément double de celui qu'elle avait, et qui 
fit continuer la peste qui ravageait l'Attique 
jusqu'à ce qu'on l'eut satisfaite. Eratosthenes 
donne à ce problème célèbre une origine moins 
brillante. Un certain tragique, dit-il, avait 
introduit sur la scène Minos élevant un monu- 
ment à Glaucus^*^; ses entrepreneurs lui don- 
naient cent palmes en tous sens; mais le prince, 
sur rinspection de Touvrage , qui ne répondait 

CO Gicéron , De naiura deorum, III , 36. 
(0 M. Reimer dit quô c'est Euripide , et cite la Dia- 
tribe de Walckenaer sur les iragmens de ce poète. 
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pas à sa magnifîœnce^ ordonna qu'on le fit 
double : de là ^ ajoute-t-il, quelques-uns pri— 
rent sujet de demander aux géomètres com- 
ment ils exécuteraient une pareille volonté? 
Ils tentèrent la question de bien des manières , 
tachant de construire un cube double d'un 
autre y jusqu'au temps à^Hippocrate, qui leur 
enseigna qu'elle se réduisait à l'invention des 
deux moyennes proportionnelles continues. 
Dans la suite, l'oracle de Delphes ayant de- 
mandé qu'on doublât Tautel du dieu qtiî y pré- 
sidait, les entrepreneurs voulant exécuter cet 
ordre , fiirent obligés de consulter l'école pla- 
tonicienne, qui faisait une étude spéciale de la 
Géométrie. Telle est, sm^oul Ératosthènes^la^ 
manière dont le problème de la duplication du 
cube se présenta la première fois aux géo- 
mètres , et dont il leur fui proposé de nouveau, 
après en avoir été, ce semble, oublié pendant 
quelque temps ^*^. 

CO Vojr. dans les OEuvres morales de Ptatarque, Du 
démon de Socrate, De la signification du mot u , et le 
8* livre des Sjrmposiaques ; voy. aussi F'itruve, liv. 9, 
cb. 2. La citation d'Ératosthènes se rapporte à une lettre 
adressée par ce géomètre au roi Ptolomée Évergète ; on 
la trouve à la page i44 de l'édition d'Archimède indi- 
quée plus haut ; elle est suivie d'une épigramme. 
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Mais quelle que soit roccasion qui les en- 
gagea dans cette reclierche^ il est certain qu'elle 
avait acquis une grande célébrité dès le temps 
de Platoîu Valère Maxime (liv. VIII, ch. 12), 
raconte au reste un trait fabuleux, quand il dit 
que ce philosophe renvoya à Euclide les dé- 
putés qu'on lui avait adressés , comme au plus 
habile géomètre de la Grèce; comment cela 
pourrait-il se soutenir, puisqu'il est certain 
qvL Euclide le géomètre ne florissaii qu'un demi- 
siècle après Platorij et que le philosophe de 
Mégare , qui porta lé même nom , ne s'occupait 
que de sophismes? Quelques-uns ont soupçonné 
qu'il fallait lire Eudoxe; il est, je crois, plus 
sûr de traiter toute l'histoire de fable. 



IV. 



L'école platonicienne fournit plusieurs so- 
lutions du problème de la duplication du cube. 
Platon en donna d'abord une fort simple , et 
qui n'emploie que les moyens de la Géométrie 
élémentaire ; il est vrai qu'elle exige un tâton- 
nement, et l'usage de quelque instrument autre 
que la règle et le compas, ce qui n'est point 
admis dans la rigueur géométrique. Ce défaut 
que le chef des géomètres ne chercha pas à 



222 HISTOIRE DE LÀ QUADRATURE 

éviter, nous donne lieu de penser qu'il n^eut en 
vue que la facilité de l'exécution, et qu'il sacri* 
fia à cet avantage réel une délicatesse super- 
flue. Voici en substance le procédé de Platon. 
Si Ton a deux triangles, comme ÂCD, CDE 
{fig.25)j rectangles l'un en C, l'autre en. D, 
et dont les hypothénuses AD et CE soient 
perpendiculaires l'une à l'autre , les lignes AB, 
BC , BD, BE sont en proportion continue. 
Ayant donc disposé à angle droit les deux ex- 
trêmes donnés AB, BE, il s'agit de tirer des 
points A, £, les parallèles AC, ED, jusqu'aux 
prolongemens de AB, CB, et de faire <]u'en 
même temps les deux angles en C et D soient 
droits. Pour exécuter cela avec plus de facilité, 
Platon imagina un instrument composé d'une 
base FG ÇJig. ^5*) , et de deux coulisses FH, 
GI, perpendiculaire, dans lesquelles glissait 
une règle mobile KL , qui par là restait tou- 
jours parallèle à la base. Cet instrument ser- 
vait à trouver à la fois les points G , D : pour 
cet effet , on écartait de la base la règle mobile, 
et Ion faisait en sorte que, les points A, E étant 
dans ces deux parallèles, les lignes ABD , EBC 
passassent par les angles de ces parallèles avec 
l'une des coulisses latérales. Par ce moyen , les 
angles C , D étaient droits , et en même temps 
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les Jignes AC^ ED parallèles , ce qui résolvait le 
problème ^'^ Quelques-uns variant la construc- 
tion de Platon^ se servirent de deux équerres 
mobiles, ÂGD, CDE, qu'on disposait de ma- 
nière que le point A étant dans le côté AC, et 
les lignes BC, BD passant par les angles C et D 
des équerres, le côté DE rencontrât le point E. 
Ce dernier procédé a fourni à un analj^ste du 
sdizième siècle {Raphaël Bombelli), l'idée de 
construire par une voie semblable toutes les 
équations des troisième et quatrième degrés, ce 
qu'il exécute fort ingénieusement ^'^ 



La solution donnée par Platon a , comme 
on voit, le défaut de ne pouvoir être avouée 
par la Géométrie; elle est, à la vérité, com- 
mode dans l'exécution , mais elle blesse la ri- 
gueur dont cette science se fait gloire. Archjtas 
en donna une autre , qui a un défaut tout-à- 
fait contraire; celle-ci est uniquement intel- 
lectuelle; d'ailleurs, elle est fort satisfaisante 
pour l'esprit, et peut faire concevoir une idée 

CO Voy. Archimedis Opéra, Oxoniae, 1792, p. ï35, 
et VÀDDiTtON à la page 228 du présent ouvrage. 
<•) t^iyyez son Algèbre, 
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avjantageuse du génie de son inventeur. Afin 
d'abréger 9 je me contenterai de l'indiquer. 
j^rchjrtasimsLgine, sur la surface d'un cylindre 
droite une ligne courbe décrite par Tinterseo- 
tion continuelle de cette surface , avec la cir- 
conférence d'un demi-cercle qui se meut d'une 
certaine manière; ensuite il fait rencontrer 
cette ligne courbe par une surface conique, ce 
qui donne un point d'où dépend la solution du 
problème. Au reste, comme je l'ai déjà dit, 
quelque ingénieux que soit ce procédé, il est 
tout pour l'esprit, la pratique n'en saurait tirer 
aucun secours. 

VI. 

Ceux qui connaissent peu l'ancienne Géo- 
métrie se persuadent ordinairement que la 
vraie solution de ce problème est d'une date 
moderne , et que Descartes en a le premier dé- 
voilé le principe. Il est vrai qu'il l'a beaucoup 
perfectionnée, mais les anciens l'avaient déjà 
ébauchée dès le temps de Platon. Nous avons 
deux solutions d'un géomètre contemporain et 
disciple de ce philosophe , qui emploient les 
sections coniques : dans l'une, ce sont deux pa- 
raboles; dans l'autre, une hyperbole entre les 
asymptotes combinée avec une parabole. Ce 
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géomètre est Ménechme^ frère de Dinostrate, 
à qui mi vers de* répigramoie â^Érastothènes 
semble attribuer l'iavention des sections co- 
niques : ses deux solutions sont trop remarqua- 
bles pour ne les pas rapporter ici; je les expo- 
serai f en suivant la méthode analytique dont 
il se servit apparemment pour y parvenir. 

Je suppose que les extrêmes données soient 
A et D, et les deux moyennes cherchées B et C : 
le quarré de B sera donc égal au rectangle 
A X C^ à cause de la proportion continue qui 
règne entre A^ B^ C; par conséquent la ligne B 
seta l'ordonnée d'une parabole^ dont A est le 
paramètre et C l'abscisse. Soit donc décrite avec 
ce paramètre et sur l'axe AC indéterminé^ une 
parabole KRb (Jig. 26) ; les lignes B et C seront 
quelques-unes des coordonnées BC^ AC, ou bc, 
Ac, ou etc. ; mais B, C et D étant continuement 
proportionnelles, le quarré de C doit être égal 
au rectangle B x D, ou l'abscisse AC cherchée 
de la première parabole doit être telle, que son 
quarré soit égal au rectangle de BC, par la se- 
conde des extrêmes données. AC étant donc 
encore considérée comme abscisse, BC sera 
l'ordonnée d'une parabole extérieure AB^, 
dont la propriété est, comme on sait, d'avoir 
les quarrés de ses abscisses constamment égaux 

i5 
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aax rectangles de ses ordonnées par une ligne 
constante; au reste ^ cette parabole extérieure 
n'est que la parabole ordinaire décrite sur un 
axe AD, perpendiculaire au premier. Ainsi l'in- 
tersection de ces deux paraboles donnera la 
solution désirée, puisque par ce moyen, BC, 
comme ordonnée de la première parabole ABb, 
sera telle que A : BC :: BG : AC , et qu'en vertu 
de la seconde AB^, on a BC ou AD : BD :: BD 
ou AC : D ; d'où il est manifeste que A, BC, AC 
et D sont en proportion continue. 

Une analyse facile conduit de même a la $&• 
coude solution de Ménechme; car, puisque les 
quatre lignes A, B, C, D sont en propor- 
tion , le rectangle B x C est égal au rectangle 
constant et donné A X D. Les lignes cher- 
chées B, C sont donc les coordonnées d une 
hyperbole ODl (Jîg. 27), entre ses asymptotes, 
et où les rectangles, comme CIAB, ciàB, sont 
tous égaux entre eux et au rectangle A X D* 
Or, à cause de la proportion continue, le quarre 
de B est égal au rectangle C X A ; d'où il suit 
que B est l'ordonnée d'une parabole dont le pa- 
ramètre est A , et l'abscisse C. Ayant donc pris 
BA pour axe , on voit qu'en décrivant la para- 
bole BD, dont le paramètre est A, elle coupera 
l'hyperbo^ à l'endroit cherché D, qui don- 
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nera les deux moyennes ED, BE. En effet, à 
cause de la parabole, A : ED :: ED : BE, et ces 
mêmes lignes ED, BE, appartenant à l'hyper- 
bole, donnent ED X BE= A x D, c'est-à-dire 
A : ED :: BE : D; d'où se conclut aisément la 
proportion continue. 

Quoique j'aie donné des éloges à ces deux 
solutions, je n'ignore cependant pas qu'elles 
ont un défaut assez considérable, défaut qui 
n'a pas échappé aux anciens même. Il consiste 
en ce qu'elles emploient deux sections coniques, 
tandis qu'une seule combinée avec un cercle 
pouvait suffire. C'est en quoi les Descartes, les 
Sluse j etc. , ont beaucoup perfectionné la mé- 
thode des lieux géométriques. Les anciens em- 
ployaient ordinairement les premiers qui se 
présentaient, et ce n'étaient pas toujours les 
plus simples; les modernes ont enseigné à choi- 
sir les plus commodes : mais cela doit peu di- 
minuer le mérite de l'auteur de cette ingé- 
nieuse invention; aurait-on droit d'attendre 
qu'il lui eût donné tout à coup la perfection 
dont elle était susceptible ? La Géométrie an- 
cienne nous en fournit d'autres exemples où il 
n'y a rien de pareil à redire. 



i5.. 
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VIL 

Euidoxe de Cnide ftit un des géomètres con- 
temporains de Platon^ qui travaillèrent à la 
duplication du cube ; il ne reste plus de traces 
de sa solution, grâces à la mauvaise humeur 
dUEutocius ^'^j qui la déprime fort et nous la 
représente comme pitoyable. Cependant on 
en pensera bien autrement, si l'on a quelque 
égard au témoigaage à*Ératosthènes^^, qui en 
parle avec autant d'éloge qv!Eutocius affecte 
de mépris pour elle ; et le jugement de ce pbi^ 
losophe et géomètre célèbre doit l'emporter 
sur celui du commentateur d^Archimèdey venu 
près de dix siècles après Eudoxe^ et qui n'a 
peut-être vu qu'un manuscrit altéré. Cet en- 
droit d^Ératosthènes nous apprend que le géo* 
mètre de Cnide avait imaginé certaines courbes 
particulières pour la résolution de ce pro- 
blème , et que ces courbes étaient différentes 
des sections coniques, puisqu'il parle plus haut 
de ces dernières au sujet de Ménechme. Les 
courbes inventées par Eudoxe avaient proba- 

<•) Comm. in Archimed, de sphœra et çylindro^ 
Archimed. Opéra, p. i35. 
C») Ibidem, p. 144. 
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blemént de la ressemblance avec celles que le 
même motif a fait imaginer à divers géomè- 
tres, tels que le père Griemberger^''^, Rénal-- 
dini^^^j qui nomme les siennes ilfe^/ce^^ comme 
si une maison illustre avait à tirer quelque nou- 
vel éclat d'une courbe géométrique; Barrow, 
qui fort sagement ne donne aucun nom aux 
siennes ^'^, etc. 

VIII. 

Le problème des deux moyennes propor- 
tionnelles continua d'être un sujet sur lequel 
s'exercèrent les plus habiles géomètres. JÉ'r/ï- 
tosthènesj dont nous avons parlé si souvent^ le 
résolut par une voie nouvelle, et qu'il est aisé 
d'appliquer à trouver tant de moyennes pro- 
portionnelles qvL^on voudra : il n'y emploie 
que des lignes droites; aussi est-il obligé de re- 
courir à un instrument autre que la règle et le 
compas^ Celui qu'il propose est composé de 
plusieurs planchettes mobiles, qui coulent les 
unes sur les autres parallèlement à elles-mêmes : 
je ne le décris pas, afin d'abréger; on peut le 

W Villalpandi, descriptio templi Sahmonis. 
CO Deresolutioneetcomp. mathem., tom. III. 
^*^ Lectionesgecmetricie^f. lîi. 
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Toîr dans Eutocius ou dans Pappus ^*\ Ératos- 
ihhnes écriyit sur cela un petit traité intitulé 
Mesolabiumy qu'il adressa au roi Ptolomée^ et 
qa^ Eutocius nous a conservé , de même que 
les vers par lesquels il célébra son invention. 
des vers cependant ne la préservèrent pas des 
railleries de Nicomède : celui-ci s'en moquait 
comme d'une chose qui n'était ni bien subtile 
ni bien conforme à l'esprit de la Géométrie; 
mais il y a un peu trop de rigueur dans cette 
critique. La solution à^ÉratosthèneSj quoique 
mécanique, ne laisse pas d'être assez ingénieuse. 

IX. 

Après ces solutions viennent celles ^Jpolr- 
lonius^ d'fféron d'Alexandrie et de Pkilon de 
Byzance; je les joins ensemble , parce qu'elles 
ne sont proprement que la même, variée au 
gré de ces géomètres. Suivant l'un d'eux, après 
avoir fait, des deux lignes données AC, CB, le 
rectangle AB (^g. 28), et partagé la diagonale 
AB en deux également en R, il fout décrire de 
ce point un arc de cercle GIF, tel que la ligne 
GF menée par les intersections G, F de ce 

^''^ Archimed, Opéra, -p. i44; Collectionesmathem , 
lib. III 9 p. 8. Voyez rADomoN à la page a23. 
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cercle avec les côtés CA, CB prolongés^ passe 
par l'angle D; alors les lignes BF, AG sont 
les moyennes que Ton cherche. Cette cons- 
truction revient à décrire sur la ligne AB un 
demi-cercle, et à tirer FDG, de sorte que les 
segmens FË, DG soient égaux : on peut satis- 
faire en tâtonnant à ces conditions; et ainsi le 
faisait Philon de Bjzance, et Apollonius même, 
au rapport dUEutocius. Ce commentateur d'-^r- 
chimède attribue à Héron d'Alexandrie une so- 
lution rigonreusement géométrique, au moyen 
de l'hyperbole décrite par le point D, entre 
les asymptotes CA, CB, et dont l'intersection 
avec le demi-cercle ADB déterminait le point 
E, par lequel il fallait mener la ligiie FDG. 
Cette solution, il faut le remarquer, est une 
des plus simples et des plus élégantes; mais 
on doit en faire honneur à Apollonius. En 
pensant ainsi, je me fonde sur le témoignage 
de Pappus jqni àitqn Apollonius résolut le pro- 
blème par les sections coniques, et qui attribue 
à Héron la solution €\\iEutocius donne à Apol- 
lonius^''^ : l'ouvrage d'Héron sur les machines de 
guerre confirme le rapport de Pappus ^*\ 

CO CoUect. maihem, , 1. III , p. 9. 

(*^ M. Reimer, p. i25 de l'ouvrage cité plus haut. 
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X. 

De toutes les solutions anciennes du pro- 
blème de la duplication du cube, celle de iVi- 
comède est une des plus ingénieuses ('\ Par une 
analyse très subtile, ce géomètre réduisit la 
question à celle d'insérer, dans un angle comme 
«Dô 0/%- ^9)* "ne b'gne droite de grandeur 
donnée, qui, étant prolongée, passe par un 
point Pj et comme cela ne se peut exécuter gé- 
néralement par la Géométrie plane, il imagina. 



(p. a 17) réfute l'opinion de Montucla, et pense qu'il 
&ut s'en rapporter à Eutocius sur le véritable auteur 
de cette solution. Vojez I'Additioit à la page 228, 

W Nicomède était un géomètre dont l'âge parait 
devoir être fixé vers le second siècle avant J.-C.; car 
on sait d'abord qu'a était postérieur à Éralostkènes, 
qui fleurit dans le cours du troisième, puisque, sui- 
vant Eutocius, il se moquait de sa solution. D'un autre 
côté, Proclus (Comment. inEuclid., lib. 3, prop.3, 
prob. 4) nous assure qu'il fut l'inventeur des con- 
choïde», sur lesquelles Geminus , contemporain ou 
peu postérieur à Hipparque, écrivit au long dans ses 
Enarrationes Geometricœ que nous n'avons plus ; ces 
deux circonstances fixent l'âge du géomètre dont nous 
parlons, entre Eratosthèrtes et Hipparque, à peu près 
vers l'an i8o avant l'ère chrétienne. 
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•pour y suppléer^ sa conchoïde^ avec un instru- 
ment propre à la décrire par un mouvement 
continu. La propriété de cette ligne aka est 
telle , que b^b étant son axe, toutes les lignes 
AB, ab^ ab, tirées des points de la courbe vers 
le pôle P, sont égales entre elles. La figure 3o 
représente Finstrument dont voici la construc- 
tion : BP et BC sont deux règles assemblées à 
angle droit ; le pôle P est marqué par une pointe 
fixe qui passe dans une rainure faite à la règle 
mobile ab : aetb sont deux pointes immobiles 
sur cette règle : la première décrit la courbe 
demandée, lorsque la seconde parcourt la rai- 
nure de la règle fixe BC. On voit facilement 
que cette courbe est propre , par sa génération^ 
à satisfaire au problème auquel Nicomède rap- 
pelait celui des deux moyennes proportion- 
nelles ; car, soit un angle dDb (Jig. 29), où il 
s'agit d'insérer la ligne ab, donnée de grandeur 
et de sorte qu'étant prolongée, elle passe par le 
point P : qu'on décrive sur l'axe iDBè, une 
conchoïde dont le pôle soit P ; son intersection 
avec le côté Da donnera évidemment le point 
a d'où doit être tirée la ligne ab vers le 
point P. 

Cette construction préliminaire étant sup- 
posée, voici comment Nicomède résolvait le 
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problème des deux moyennes proportionnelles- 
Il faisait d'abord un rectangle des lignes don- 
nées AC, CB (^g. a8)y et il les divisait chacune 
en deux également aux points I, L ; il menait 
ensuite la ligne DIH, et ayant élevé la per- 
pendiculaire LKy lelle que BK fut égale à CI^ 
il tirait KH, et sa parallèle BS : c'était dans 
l'angle FBS qu il fallait adapter la ligne SF 
^ale à CI et passant par K, ce qui détermi- 
nait le point F de sorte qu'en tirant FDG, les 
lignes BF, AG étaient les moyennes cherchées. 
A l'égard de la démonstration ^ il donnait la 
suivante. J'ai cru devoir la rapporter ici, 
parce qu'elle est assez composée pour ne pas se 
présenter facilement, même à des géomètres 
habiles. La ligne BC, disait-il, étant partagée 
en deux également au point L, donne le rec- 
tangle BF X CF, plus le quarré de LB égal 
au quarré de LF : ajoutant donc de part et 
d'autre le quarré de LK, on a CF X BF+LB» 
+LK% ou CFX BF+BK*=LF*+LK*=KF*j 
mais GA : AC :: BC : BF; donc GA : ^AC 
ou AI :: sBG ou BH : BF. Conséquemment, 
en composant , GI : AI :: HF : BF :: KF : SF, 
d'où il suit que GI est égal à KF, puisque AI 
est égal à SF. Maintenant GI*=CGxGA+AP; 
donc CGxGA+AP=CFxBF+BK*, parce 
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qu'oQ a montré plus haut que ces derniers rec- 
tangles étaient égaux à KF* : donc^ ôtant ce 
qu'ils ont de commun, savoir. Al* et BK*, 
égaux par la construction , il restera CGxGA 
=CFxBFj d'où l'on tire la proportion CG:CF 
::BF:GA. Or CG:CF::DB ouACrBF; 
donc AC:BF::BF:GA; mais AC:BF::GA 
: AD ; par conséquent^ ces quatre lignes sont 
en proportion continue. 

Cette démonstration fait voir la raison du 
procédé dH^poïlomus^ diHéron et de Phihn; 
ils avaient réduit le problème à faire en sorte 
que CGxGA fût égal à CF X BF : or, en dé- 
crivant un cercle ADBC , le premier de ces rec- 
tangles est égal à GExGD, et le second à 
FD X FE ; îl fallait donc que ces derniers fus- 
sent égaux, ce qui arrive quand GD et EF 
sont égales , et ce que demandaient en effet 
Philon et Héron d'Alexandrie. L'autre cons- 
truction, attribuée à jipollonius^ suit assez vi- 
siblement de celle-ci , pour me dispenser d'une 
explication. 

La solution àe,JVicomede a l'avantage de ré- 
duire précisément à la même difficulté Tin- 
vention des deux moyennes proportionnelles 
et la trisection de l'angle; îl est fort vraisem*. 
blable que ce fut l'objet qu'il se proposa, ou 
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le hasard le servit bien heureusement. Quoi 
qu'il en soit, comme Ton a montré depuis que 
toutes les équations des troisième et quatrième 
degrés se réduisent à ces deux problèmes , on 
yoit déjà que la conchoïde peut servir à les 
construire avec la plus grande facilité. V^iète 
en avait fait la remarque ( Opera^ p, 240 ) ; 
mais personne n'en a tiré meilleur parti que 
Newton. Cet illustre géomètre a donné pour 
chaque forme d'équation du troisième degré, 
la position du pôle, et la grandeur .de l'angle 
et de la ligne à y insérer. D'un avis différent 
de Descartes j dont il discute les motifs de pré- 
férence pour les sections coniques, il établit 
que la conchoïde est la courbe la plus com- 
mode pour construire les équations solides. 
Les raisons que Newton en apporte dans son 
Arithmétique universelle {Âppend. sur la cons-- 
truction linéaire des équations) ^ méritent d'être 
considérées. 

XL 

U ne reste presque plus à parler que de la SO' 
lution de Dioclès^''^; celle-ci est encore une des 

^O Dioclhs est un géomètre dont l'âge n'est point 
connu. Je conjecture néanmoins qu'il vivait plus tard 
que Pappusy qui est du quatrième siècle ; et je me 
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plus remarquables. A l'iaiitation de Nicomèdej 
ce géomètre imagina une courbe particulière, 
savoir, celle que nous appelons aujourd'hui la 
cissoidey nom qui^ pour le remarquer en pas- 
sant, parait avoir été commun à une classe en- 
tière de courbes chez les géomètres anciens. 

PappuSy que je crois antérieur à DiocUs^ 
avait réduit le problème des deux moyennes 
proportionnelles à la construction suivante. 
Ayant disposé à angle droit les lignes don- 
nées DC, CL , {fig. 3i), il décrivait du point C 
comme centre le demi-cercle ABD j après quoi 
il s'agissait de trouver sur le prolongement de 
DL , un point G, tel que , menant la ligue AGH, 
les segmens GO^ OH fussent égaux ; la ligne CO 
était la première des moyennes cherchées : en 
voici la démonstration, qui nous donnera en 
même temps la propriété principale de la cis- 
solde. 

Les lignes GO, OH étant égales, il est évi- 
dent que CF, CK le seront aussi , et par consé- 



fonde sur le silence de cet écrivain^ qui ne dit rien de 
sa solution donnée par le premier, quoiqu'il emploie le 
même principe. Eutocius, qui vivait vers Tan 54o , cite 
Diodes et son livre De pjrriis, des machines à feu ; ce 
qui donne lieu de croire qu'il était ingénieur. 
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quentKHetFE; or AK: KHou FE :: AF: FG^ 
et d'un autre côté, à cause des triangles sem- 
blables HKD, AKH, AGF, on a KH : KD, ou 
EF : AF :: AF : FG- Donc FE, AF^ FG sont en 
proportion continue; par conséquent les quatre 
lignes AK ou DF, FE, AF, FG sont continue- 
ment proportionnelles , et FE est la première 
des deux moyennes entre AK ou DF et FG ; 
mais comme c'est entre CD, CXi qu'on cherche 
les moyennes proportionnelles, et que ces 
^nx lignes sont en même raison que DF, FG, 
il s'ensuit qu'avant trouvé la première des 
moyennes entre ces dernières, il n'y aura plus 
qu'une simple proportion à faire pour déter- 
miner la moyenne qui convient à CD, savoir^ 
comme DF à FE, ou AK à KH , ainsi CD ou AC 
à CO : par conséquent CO est la première des 
moyennes cherchées. 

On voit donc que dans toutes les différentes 
positions de la ligne DLG ou de la ligne AGH, 
le point G, qui résout le problème, est telle- 
ment situé, que GO=OH. De là Dioclès prit 
occasion de décrire la courbe où se trouvent 
tous ces points , au lieu de les chercher par tâ-^ 
tonnement. Alors la première propriété de 
cette courbe est, qu'ayant tiré une ordonnée 
quelconque FG, les lignes DF, FE, AF, FGsont 
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en proportion continue. Il est aisé d'en faire 
Tapplication au problème des deux moyennes 
proportionnelles; car ayant mis les extrêmes à 
angles ^droits comme ci-dessus^ décrit le cercle 
ABD^ et la cissoïde AgGB, la ligne DL pro- 
longée la rencontre en G, d'où tirant AGH, 
qui coupe CB en 0, la ligne CO est la première 
des moyennes cherchées. I^a construction de 
Sporus diffère si peu de celles de Pappus et 
de Dioclès, qu'on a lieu de s étonner quEuta^ 
dus ait pris la peine de la développer au long; 
elle ne méritait pas ce détail. 

Je ne dois pas omettre une remarque qui 
relève beaucoup la solution de Dioclès; c'est 
qu'on peut décrire sa cissoïde par un mouve- 
ment continu. Newton en a donné le moyen, 
et il ne faut pour cela qu'une simple équerre. 
Ayant pris pour pôle le point P tel quePC=AD, 
qu'on ait une équerre dont le petit côté soit 
égal à AD, et l'autre indéfini; si on la fait 
mouvoir de manière que ce dernier côté étant 
appliqué au point P, l'extrémité du petit côtéR 
coule le long de l'axe ou règle CR, le point s 
qui le partage en deux églement, décrira la 
cissoïde« {Arithmét* univers. , Appendice sur la 
construct. linéaire des équations.) 
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XIL 

Le problème de la trisection de l'angle est 
de la même nature que le précédent; son affi- 
nité avec lui m'engage a exposer d'abord les 
solutions qu'il reçut dans l'antiquité; je vien- 
drai ensuite aux recherches que l'un et l'autre 
ont occasionées parmi les modernes. 

Les premiers moyens qui se présentent pour 
parvenir à la trisection de l'angle sont les sui- 
vans; et ils sont si naturels^ qu'il est a présu- 
mer qu'ils ne furent pas long-temps ignorés des 
anciens. Si BAC fjig. Sa) est l'angle proposé ^ 
après avoir abaissé la perpendiculaire BC, 
formé le parallélogramme CG et prolongé CA 
indéfiniment 9 il s'agit de tirer la ligne BDË 
de telle manière que la partie DE soit égale à 
deux fois la diagonale AB; alors 1 angle DEA 
est le tiers de BAC. Pour le voir, il suflBt 
de prendre le milieu de la ligne DE et de 
tirer AO; le triangle AOE est isocèle ainsi que 
BAO; par conséquent l'angle OEA est la moitié 
de l'angle ABD, et la somme de ces deux der- 
niers étant égale à BAC , celui-ci est triple de 
DEA. Il était encore aisé de remarquer que, 
si d'un point C du demi-cercle ACD (^g. 55), 
on tire CDE, de sorte que la partie DE, inter- 
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ccptée entre la circonférence et le diamètre 
prolongé, soit égale au rayon , on aura encore 
l'angle DEF égal au tiers de ABC. 

On s'obstina sans doute long-temps à cher- 
cher la solution de l'un et de l'autre de ces pro^ 
blêmes par la Géométrie élémentaire , avant 
que de s'apercevoir qu'ils étaient d'une difficulté 
supérieure aux moyens que fournit Cette Géo- 
métrie. Après un grand nombre de tentatives 
infructueuses, ou qui n'avaient produit que des 
paralogismes y on se tourna enfin du côté des 
sections coniques et de diverses autres courbes. 
Pappus nous rapporte la manière ingénieuse 
dont quelques géomètres employèrent l'hyper- 
bole pour résoudre le premier dpe ces pro- 
blèmes auxquels on avait réduit celui de la 
trisection ^*\ Je vais l'exposer, au moyen de 
l'analyse qui servit à la trouver. 

Que DE {Jig. 52) soit la ligne cherchée, et 
que l'on achève le parallélogramme GDEF; on 
voit d'abord que EC : CB :: BG : GD ou EF; 
conséquemment EC x EF = AC x AG ; d'où fl 
suit que le point F est dans une hyperbole eiitre 
les asymptotes CE, CH , et passant par le point 
G; mais DE est donnée de grandeur, par con- 

1«) Coltect. mathem, , 1. 4, prop. 3i, 32. 

i6 
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séquenl aussi soa égale GF ; ce qui fait Toir 
que le poiut F est aussi dans la circonféreuce 
d'un cercle doat G est le centre et GF le rayon : 
il est donc dans l'intersection commune de 
rhjperbole et du cercle , ce qui le rend aise à 
déterminer, puisqu'il n'y a qu'à décrire une 
hyperbole par le point G, entre les asymptotes 
CE, CH, et, du point G comme centre, avec 
un rayon GF égal à aAB, décrire un cercle; 
le point où ces deux courbes se couperont 
sera tel, qu'abaissant l'ordonnée FE, on aura 
le point £ qu'on cherche et la position de la 
Ugne DE. 

On peut exécuter la même chose par le 
moyen de la conchoïde; car il est évident que 
celle qu'op décrira en prenant pour pôle le 
point B , avec les ordonnées convergentes à ce 
pôle, et de la longueur qu'on demande, cou- 
pera la ligne CE au point cherché ; aipsi cette 
courbe sert également à résoudre le problème 
de la trisection et celui des deux moyennes 
proportionnelles. 

A l'égard de la seconde construction que re- 
présente la figure 33 , on y satisfera aussi aisé- 
ment en employant une conchoïde, non pas à 
la vérité celle dont on vient de parler, que 
les anciens nommaient la première; mais la 
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seconde, qui se décrit au-dessous de Taxe, au 
Heu que l'autre est demte au-dessus. Il est à 
propos de remarquer îci qu'on né doit point re- 
garder ces deux conchoïdes comme des courbes 
différentes ; elles sont les deux branches de la 
même courbe : c'est ainsi que les hyperboles 
opposées forment ensemble Th jperbole entière, 
avec cette différence, que ces dernières s'éloî- 
gnent de plus en plus de leur axe commun , au 
lieu que les branches de la conchoïde s'en ap- 
prochent de plus en plus. 

Xffl. 

Les anciens donnèrent une autre solution du 
problème de la trisection de l'angle, où ils em- 
ployèrent l'hyperbole d'une manière différente 
de celle qu'on a fait connaître un peu plus 
haut; c'est encore Pappus qui la rapporte ^^: 
elle est si élégante qu'elle mérite qu'on en fasse 
mention. C'est une suite de cette belle pro^ 
priété de l'hyperbole décrite entre des asymp* 
totes faisant un angle de 120®, savoir : que 
prenant sur son axe une abscisse BA {Jtg^ 54), 
égale à la moitié de l'axe transverse DB , et 
tirant de ce point A et de Tautre extrémité D 

C«) ÇoUect. mathém, , 1. 4, prop. 34. 
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de Taxe, deux lignes à un point quelconqfue E>' 
l'angle EÂD est toujours double de ËDÀ; par 
conséquent 9 si Ton décrit sur la ligne DA un 
arc quelconque de cercle^ la partie AE en sera 
le tiers. Il est aisé de faire l'application de ceci 
à partager en trois également un angle ou ua 
arc quelconque; il n'j aura qu'à décrire, sur la 
ligne DA , l'arc DEA qui mesure l'angle donne 
DCAj alors EGA en sera le tiers. 

Il y a ici une particularité digne d'être ob»- 
servée , c'est que non-seulement la même hy- 
perbole retranche l'arc AS , égal au tiers de 
l'arc ASD qui reste quand on a ôté de la cir- 
conférence entière l'arc AED , mais que l'hy- 
perbole opposée coupe le même arc dans un 
point e tel, que l'arc ASe est le tiers de la 
circonférence entière augmentée du petit arc 
AED. Les anciens ne paraissent pas avoir fait 
cette dernière remarque; elle aurait pu les 
étonner « A l'égard des modernes, ils n'y tt'ou- 
veront aucun sujet de surprise; ils savent que 
le problème conduit nécessairement à une 
construction qui doit donner trois valeurs dif- 
férentes à la corde cherchée. 

XIV. 

Plusieurs courbes que les anciens considéré- 
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rent, semblent avoir été imaginées dans 1^ 
vue de servir à ceproblènie, du moins envi- 
sagé' d'une manière plus générale : telles sont 
la quadratrice et la spirale, dont la première 
n a pas une date moins reculée que le temps de 
Slaton. En effet, Dirwstrate, son inventeur, 
était un des géomètres de l'école platonicienne. 
On sait que cette coui'be est formée par l'in- 
tersection continuelle F (j%. 34*) d'un rayoia 
CE qui se meut d'un mouvement angulaire, 
et qui parcourt le quart de cercle AEB , tandis 
qu'une ligne GF, toujours parallèle à elle-même, 
partant d'un même terme, se meut de manière 
qu'on ait AG : AC :: AE : AB; ainsi le mouve- 
ment angulaire de cq. rayon est toujours me- 
suré par une ligne droite, ce qui fait qu'il est 
toujours facile de le diviser, non-seulement en 
parties égales, mais encore suivant un rapport 
quelconque donné , fût-il irrationnel : il ne 
faudra pour cet effet que diviser la droite AC 
de la même manière, ensuite tirer les rayons 
par les points de la quadratrice qui répondent 
aux points de division sur cet axe AC. La spi- 
rale ordinaire a évidemment la même pro- 
priété ; c'est aussi une suite de sa génération. 
Toutes les courbes enfin qui sont décrites par 
une combinaison de mouvemens rec^lignes et 
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circulaires, courbes dont la Géométrie mo-^ 
deme présente un grand nombre, jouissent du 
même avantage ; mais il est à remarquer que 
ces courbes ne résolvent le problème que par 
une espèce de pétition de principe : il faut les 
supposer entièrement décrites; et pour les dé- 
crire en entier, il faudrait avoir ou la quadt^*- 
ture indéfinie du cercle, ou la solution du pro- 
blème général de diviser un angle en raison 
quelconque ; par conséquent ^ les solutions 
qu'elles donnent ne sont que des spéculations, 
dont la pratique ne peut tirer tout au plus que 
des moyens d'approcher de la vérité. 

XV. 

Les deux problèmes dont on vient de tracer 
l'histoire chez les anciens n'ont pas moins oc- 
cupé les modernes. Plusieurs de ces derniers 
se sont en effet exercés à en trouver de nou- 
velles solutions , dans le goût de celles qu'on 
vient de voir, c'est-à-dire dont les unes con- 
sistent dans quelque mécanisme commode et 
facile^ les autres dans l'emploi de quelque 
courbe particulière, f^iète en a proposé quel- 
ques-unes de la première espèce ^'*^, et après lui 

^*) Suppl. Geom. Variorum de rébus math, respvns., 
1. 8, c. 5, Opéra, p. a4o. 
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Bujrgens en a donne un asseai grand nombre 
danâ xm ouvrage qu'il publia^ fort jeune (en 
1654) ^''^. f^ipiam SL eonétruit ces problèmes de- 
diverses manières élégantes et nouteUes , dans 
plusieurs ouvrages ^*^ Le P. Gïieniber^èr a 
imaginé (quelques courbes particulières pour 
servir à la r&olution du problèâare des deax 
moyennes proportionnelled^''^^ en quoi il a ^4 
imité par Eenaldini^^ et Barrow^'^i Comme 
la plupart de ces inventions^ quoique belles et 
ingénieuses dans la théorie ^n'otit pas une uti-« 
lité bien marquée, ou me conduiraient trop- 
loin si j'entreprenais de les expliquer^ je me 
contenterai de les avoir citées, afin de passer 
à ce que mon sujet me présente de plus inté<« 
ressant. 

Le P. Cwa a proposé un compas de trisec- 
tion^, qui est fondé ^ur ceci. Soit l'angle BÂD 
{fig. 35), et que les côtés AB^ AD, BC^ DC, de 



0») Illustrium guorumdé prablem, coruinfciionas^. 
Opéra varia, p. 388. 
CO Divirii in Aristœum, Solutio, probL D.Comien. 
CO Templi Salom. descriptio Thomœ VillalpandL 
W De resoL et comp. Maihem. , t. III. 
Cf) Lectiones Geom., p. i3i. 
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même que CF, CE^ soient tous égaux entre eu: 
langle FCEsera triple deBAD, et si l'on, coi 
tinuait cette progression de lignes égales, c 
aurait des angles quintuples ^ sextuples du pn 
mier : ainsi la construction de ce compas coi 
siste en deux longues branches FÂ, A£ me 
biles, auxquelles sont attachés^ par des cbai 
nières, les petits côtés BC, DC, assemblés aus 
au point C, par une charnière commune au 
côtés CE, CF, dont les extrémités E et j 
peuvent glisser en même temps sur les règle 
AB et AD. Dans le même recueil^ on a reven 
diqué pour Tchimuusen^ un instrument sem- 
blable au précédent. 

XVI. 

Quoique les anciens paraissent avoir résolu 
ces deux problèmes autant quils peuvent Têtre, 
puisque^ ne pouvant les construire que par 
des courbes d'un genre supérieur au cercle, 
ils y ont employé les sections coniques , la 
coïichoïde^ etc., de diverses manières très 
ingénieuses , cependant on peut dire que ce 
n'est qu'à l'Analyse moderne qu'est due leur 
solution complète. Ce sont en effet seulement 
les lumières qu'elle nous. fournit, qui nous 
mettent en état de faire voir qu'ils sont d'une 
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nature à ne pouvoir être généralement résolus 
par la Géométrie élémentaire , ce qui était un 
point nécessaire à démontrer ayant de cesser 
ses efforts pour y parvenir par cette voie ; mais 
l'analyse moderne lève tout doute à cet égard. 
D'ailleurs^ ce que les anciens ont donné sur ce 
sujets comparé aux inventions des géomètres 
du dernier siècle , n est qu'un faible jour à côté 
d'une grande lumière. Nous sommes aujour- 
d'hui en possession d'une méthode par laquelle 
on peut trouver d'une infinité de manières la 
solution de ces problèmes^ et de tous les autres 
de même espèce. 

Avant que d'aller plus loin ^ il est essentiel 
de démontrer ce que nous avons annoncé dans 
tant d'endroits, je veux dire l'impossibilité de 
construire généralement ces problèmes, sans 
employer de courbe plus composée que le 
cercle. Je vais donc tâcher de le faire avec toute 
la clarté dont un pareil sujet est susceptible, 
afin que personne ne soit plus tenté d'en re- 
chercher la solution par des voies qui ne sau- 
raient y conduire. 

Cette impossibilité est fondée sur la théorie 
des équations et la nature des courbes géomé- 
triques; ainsi je suis obligé d'en rappeler quel- 
ques points en faveur de ceux à qui elles ne 
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seraient pas assez présentes. Le premier est qm 
dans tonte équation, la quantité inconnue do 
être représentée par autant de valeurs diSk 
rentes qu'il y a d'unités dans l'exposant de i 
plus haute puissance : à la vérité, il peut arr 
ver que quelques-unes de ces valeurs soiei 
imaginaires ; mais on examinera ce cas , et 
fera voir qu'il ne nuit point aux conséquenci 
qu'on tire dans les autres. 

Le second principe est qu'une équation u 
se peut construire géométriquement, c'est-à 
dire par un procédé certain et qui n'est sujet 
aucun tâtonnement, qu'à l'aide de deux ligne 
qui se puissent couper en autant de points qu 
le degré de l'équation comprend d'unités ; ei 
voici la raison. G>nstruire une équation, c'es 
assigner par une opération générale la valeu 
de l'inconnue qu'elle renferme; conséqaem 
ment lorsque cette inconnue aura plusieurs va 
leurs, il faudra une construction capable d 
les exprimer toutes également; car cette cens 
truction ne se rapporte pas plutôt à l'une qu'i 
l'autre, puisque les données sont les mêmes i 
leur égard, et que ce sont les données seulei 
qui peuvent oMdifier la construction. Il faut 
donc que les lignes dont l'intersection doit ré- 
soudre le proMème, puissent s'entrecouper m 
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autant de points qu'il admet de solutions dif* 
fërentes. 

Ce qu'on vient de dire est d'une évidence 
suffisante^ lorsque l'équation proposée a toutes 
ses racines réelles; mais peut-être ne trou- 
yera*-t-on pas la chose aussi claire dans le cas 
où l'équation aura des racines imaginaires. 
Comme il y a alors quelques valeurs de moins 
à déterminer, il semblera qu'il n'est pas né-* 
cessaire d'employer des courbes capables de se 
couper en autant de points que s'il n'y avait 
aucune racine impossible. 

Ce doute ïi'est pas destitué de fondement; il 
se dissipera néanmoins quand on connaîtra 
quelle est la nature et l'emploi des valeurs ima- 
ginaires dans les équations : ces valeurs ne de- 
viennent telles, que parce que certaines don* 
nées du problème, croissant ou diminuant 
selon les circonstances, de réelles et inégales 
qu'elles étaient d'abord , sont devenues égales^ 
deux points d'intersections se confondant en- 
semble, et formant un point de contact; et 
qu'enfin ce point de contact disparait lui-même, 
l'une des courbes ne touchant ni ne coupant 
plus l'autre dans cet endroit^ de sorte qu^il n'y 
a plus d'ordonnée. Cela montre que ces racines 
imaginaires sont tout autre chose qu'un merwn 
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nihilj et qu'elles ont une sorte d'existence, c 
ce qu'elles désignent des intersections que d 
limitations particulièt*es ont rendues imposs 
blés : toutes les fois donc qu'il y en aura c 
cette espèce dans une équation , il n'en faudi 
pas moins des courbes qui puissent s'entre 
couper en autant de points que si toutes h 
racines étaient réelles, afin que toutes les in 
tersections qui auront lieu exprimant ces dei 
nières , celles qui viennent à manquer désigner 
les imaginaires* 

Après l'exposition de ces principes, il es 
aisé de montrer qu'il est impossible de cons 
traire généralement les problèmes de la trisec 
tien de l'angle et des deux moyennes propor- 
tionnelles^ par des lignes simples^ comme h 
droite et la circulaire. Il est en effet yisible qu< 
l'équation qui convient au premier est néces- 
sairement du troisième degré ^ puisque c'est k 
cube de la ligne cherchée^ qui égale un parai 
lélépipède donné, et cette équation, qui esl 
x^ = a*b(a et b désignant les deux extrêmes) , 
sera toujours irréductible, à moins que 6 ne 
soit un tel multiple de â, que le nombre qui 
exprime ce multiple soit un cube parfait, 
parce qu'alors l'extraction de la racine cubique 
réussira. 
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A regard du second problème , il est pareil- 
lement nécessaire qu'il soit du troisième degré; 
et nous allons en convaincre par les remarques 
suivantes. Quand on propose de partagerun arc 
AE {Jig. 36) en trois également, c'est la même 
question que si l'on demandait d'inscrire dans 
un segment dont AE est Ija corde, un quadrila- 
tère tel que ABCD, dont les trois côtés AB, 
BD, DE soient égaux. Or ce problème est de 
telle nature qu'il est susceptible de trois cas qui 
conduisent absolument a la même équation; 
car toutes les données et la manière de les 
employer sont les mêmes dans chacun de 
ces cas. En effet, on voit d'abord que la même 
corde AE répond à deux arcs différens, l'un 
moindre que la demi-circonférence, et l'autre 
plus grand; le premier est représenté dans la 
figure 56, et le second dans la figure Sy. Ce 
n'est pas tout : cte {Jig. 58) étant la corde don- 
née, on peut, en partant du point a, et pas- 
sant sur le point 6 pour revenir à ce dernier, 
trouver trois arcs égaux (t£y êÇcT et Sd^. La 
somme de ces arcs est évidemment égale à la 
circonférence entière augmentée de l'arc donné 
ae; leurs cordes aê, ê^T, S'i^ étant égales, for- 
meront encore avec la corde ag, une sorte de 
quadrilatère aêcTg ayant trois côtés égaux. En 
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mettant suocessiTement en ëqnation chaci 
de ces trais cas du problème, on doit abouf 
à la même expression. Comme je ne conns 
aucun liyre qui démontre cette vérité, je cro 
qu'il est à propos de le faire ici avec quelqt 
détail ^ afin de ne laisser aucun doute à ce suje 
Je pourrais sans doute m'en dispenser, sij 
n'écrivais que pour les géomètres habiles; ma 
il est des endroits dans cet ouvrage qui soi 
particulièrement destinés à l'instruction de 
plus médiocres. 

Dans le premier cas (Jig. 56), les triangle 
ABC, BÂF sont semblables, puisque l'angle ] 
est commun , et que l'angle C a pour mesun 
l'arc AB, tiers de ABE, tandis que l'angle A es 
appuyé sur les deux tiers du même arc, et â 
son sommet à la circonférence ; ainsi GA : AI 
:: AB: BF. Ayant donc fait le rayon ACsTj 
AEs=A, et AF ou AB=a:, nous aurons. . . 

/• : ar :: or : — = BF; ensuite tirant DL paral- 
lèle àBC, ou aura CD ; DB :: DG ou BF : LG, 
à cause des triangles semblables CDB, DLG; 

X* x^ 

c'est pourquoi r\x :: — : ^ = LG ; or. . . . 
AE=AF+LF+EL=AB+DB+EG— LG, 
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d'où Ton ^re AsssS^c 7, ce qui donne Té- 

quatîcm jî*— 5r*a:+r*6=o* 

Qu'il s'agisse à présent d'inscrire un pareil qua- 
drilatère dans le grand segment abde (Jig. Sy); 
on aura de même les triangles semblables abc^ 

baff de sorte que — sera encore ici la valeur 

de bf; de plus, en tirant dl parallèle à bf^ on 
aura les triangles cdb^ dlg équiangles; ce qui 

x^ x^ 
donnera cd : db i: dgl Ig, ou r : a? :: — : ~; 

ainsi ^=^; enfin, ae=:af+fl — elz=^af 

x^ 
+/^ — ^ + ^g* c'est-à-dîre i=2a: — — +« , 

d'où il résultera , comme ci-dessus , 

a:* — . 5r*a: + /*i s= o. 

Le troisième cas nous fournira la même 
équation, par une analyse tout-à-fait semblable, 
pourvu que nous fassions ici attention que la 
ligne AFÇ^g. 56) ou af{Jig. Sy), ayant été 
nommée x quand elle tombait au-dedans du 
cercle, on devra la nommer — x lorsqu'il fau- 
dra la prendre au dehors, vers le côté opposé; 
or c'est ce qui arrive dans la figure 38, quand 
on prolonge les droites olî, et ^x jusqu'à ce 
qu'elles se rencontrent en ^. Après cette ob- 
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senration dont la nécessité est évidente pc 
tous ceux qui sont un peu versés dans Tan 
lyse, on remarquera que les triangles clÇx, € 
sont semblables^ comme Tétaient leurs an 
logues dans les figures précédentes; ainsi. 

r : — X :: — x : —, qui est la valeur de ^^; 

ayant tiré, comme on a fait ci-devant, c^A j 
rallèle à ff^, on aura ^X=ff/ = ffflt= — , 
par conséquent ùlK sera — 20: : de plus , pi 
longeant eu et iii jusqu'à ce qu'elles se rei 
contrent, on formera les triangles semblables 
égaux ^feT, clQ^ qui donneront 5/€=a^= — j 
enfin à cause des triangles semblables x/( 
cT^.^, on aura ÇxlÇJ^ :: J'X ou C^lyA, c'es 

à-dire , r : — x :: — : — — = ^A; mais. . . . 
aesszyA — ye — «A, ou b= — — ^Zx, d'o 

nous déduirons, pour la troisième fois, .. • 
x^ — 5r'jc+r*i=o. 

Si l'on proposait d'inscrire un semblable qu; 
drilatère dans le petit segment , la réponse s< 
rait aisée. Il est visible, du premier coup d'œil 
que cela est impossible, à moins que ce qua 
drilatère ne soit confondu avec AE (Jîg. 36), 
supposé en être infiniment voisin , ce qui don 
nerait, par la plus simple analyse, xz=:b; ains 
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ce dernier cas ne GOnduit point k là tnémè 
ëqoation qne les précédent; ét^ par œtle rai^ 
son, rëqUâtion qui convient au problème de 
la trisectioû de l'angle est dti troisième degré 
et ne le passe pas. 

Qu\>n se rappelle maintenant les principes 
qu'on a établis plus haut j il est aisé d'en faire 
l'application aux problèmes dont nous yenOUâ 
d'examiner la nature. Puisque nous avons dé- 
montré qu'ils conduisent nécessairement à des 
équations du troisième degré, il est évident 
qu'on ne peut les construire en n'y employant 
que des courbes capables de donner moins de 
trois points d'intersection. Ceux qui tâchent de 
combiner des cercles et des lignes droites pour 
parvenir a cette solution, perdent infructueu*^ 
sèment leur temps et leurs veillés. 

On peut donner à cette démonstration un 
tour qui la rendra encore plus propre à coil- 
vaincre l'esprit , de l'impossibilité de ce qui 
est demandé. Supposons que quelque voie par- 
ticulière eût conduit à construire généralement 
le problème de la trisection de l'angle par la 
seule Géométrie élémentaire; comme il est 
d'ailleurs démontré qu'il dépend d'une équa- 
tion irréductible où la corde cherchée a trois 
valeurs inégales , on aurait la construction de 

^7 
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cette équation, et par cooséquent la méi 
opération résoudrait de la même manière tr 
problèmes dont les solutions doivent être d 
férentes. La Géométrie serait donc ici en è 
faut, ce qui est absurde; une science foiid 
sur des raisonnemens dont la liaison est é^ 
dente et sur des principes certains , ne saur 
jamais conduire à Terreur. 

On objectera peut-être qu'il ne laisse pas q 
dV avoir des cas où l'on réussit par la Géométi 
élémentaire , à diviser un arc en trois parti 
égales'; tels sont ceux où l'on propose le çerc 
entier ou quelqu'une de ses parties aliquol 
pairement paires. Cette observation, quoiqi 
vraie, ne détruit cependant pas ce que nous v 
nous de dire ; il y a en effet quelques cas part 
culiers où la corde b a une telle valeur q\ 
l'équation peut être abaissée en la divisant p 
une de ses racines ; mais cette équation coni 
dérée généralement n'en est pas moins irr< 
ductible. C'est ainsi que la racine de la formu 

a^ X* ne peut être exprimée en termes fini 

quoiqu'il soit possible quelquefois d'en es 
traire la racine exactement, lorsque a et a: oi 
des valeurs tellement combinées qu'elle repn 
sente un quarré parfait. 
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XVII. 

Descartes a donné le premier des règles gé^ 
nérales pour construire les équations solides 
par une combinaison du cercle et des sections 
coniques ^'^^ et il les a appliquées à la résolu- 
tion des problèmes des deux moyennes pro- 
partionnelles et de la trisection de l'angle : la 
manière dont il procède est très simple et mé- 
rite d'avoir place ici. Dans le cas des moyennes 
proportionnelles , les extrêmes étant a et è, il 
décrit une parabole ayant a pour paramètre , et 
prend sur Taxe une abscisse AC {Jig. Sg) égale 
à -i a , après quoi il élève une perpendiculaire 
CD égale à ~ i j le cercle décrit du point D 
comme centre, et passant par le sommet de la 
parabole, la coupe dans un autre point F, dont 
l'ordonnée EF est la première des moyennes 
cherchées, et l'abscisse AE qui lui répond est 
la seconde. 

S'il s'agit de diviser un arc en trois égale- 
ment, que r soit le rayon, b la corde de l'arc 
proposé , Descartes trace une parabole ayant r 
pour paramètre; puis prenant sur l'axe une 
abscisse Ac égale à 2r^ il élève la perpen- 

^*> Geom. , lib. 3. 

17.. 
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diculaire cd égale à f ^; le cercle décrit du 
point d comme centre , et passant par le som- 
met de U parabole, la coupe en trois a«tres 
points G, g, yf dont les trois ordonnées sont 
les ttoU ▼alenrs de la corde clierckée ♦ savoir : 
GK la plus petite, la corde du lâers du petit ârc j 
gk\a moyenne, celle de ce qui rijste du cercle 
entier ; et enfin y* la plus grande , qtti égale les 
deux autres prises ensertible» est celle du tiers 
de la circonférence , augmentée du petit atc. 

Les géomètres qui ont succédé à Descartes, 
marchant sur ses traces, ont beaucoup ajouté 
a ses inventions. Sluse est un des principaux : 
on lui doit d'avoir fait connaître le véritable 
principe de la construction des équations par 
les lieux géométriques, et d'avoir enseigné à 
les varier de plusieurs manières, en employant 
telle courbe qu'on voudra, combinée avec 
telle autre. C'est là l'objet du savant ouvrage 
qu'il publia en i654, où il résout le problème 
de la duplication du cube d'une infinité de fa- 
çons W j cet ouvrage était écrit suivant le style 
des anciens géomètres; et, à leur inûtation, 

. , , 1 I • I ^ • ^ ■ ...■.,, I . I I I I I . M 

W Me$oléU^4m, seu du(e medicB proportionàies inter 
extremas datas percirculum etperinjinitas hjrperbolas 
vel ellipses et perquamlibetexhibitœ. Leodii, t654- 
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«on auteur cachait la méthode qui l'avait con- 
duit aux decouyertes qu'il y exposait; il la 
dévoila seulement en 1668^ suivant la pro* 
messe qu'il en avait donnée dans la préface du 
traité dont on vient de parler ^^^ Je me livre-* 
rais volontiers à expliquer cette méthode , si 
je ne draignais d'être trop longi je me con<*' 
tenterai de renvoyer aux auteurs sans nombre 
qui l'ont expliquée. Wolf surtout l'a exposée 
avec beaucoup de précision et de netteté dans 
son cours de Mathématiques ^^\ il serait à dé- 
sirer, et pour Tayantage de ceux qui cherchent 
à s'initier dans ces sciences, et pour la repu* 
tation de son auteur, que toutes les parties de 
ce cours répondissent à celle-là. 

XVIII. 

Je ne puis mieux terminer le récit des tra- 
vaux des géomètres sur les deux célèbres pro- 
blèmes qui nous ont occupé dans ce chapitre, 
qu'en exposant quelques-unes des belles solu- 
tions que Newton en a données ^*\ J'ai déjà 

C'*^ Mesolabum unâ cum adjunctis MisceL 
^*) Elem. Matheseos, t. I, analjrs,, chap.7 et 8. 
^*) Ariih, univers, appendix de constructione equa-» 
iionum. 
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dit ailleurs qu'il ayait fait voir, contre le sen«-* 
liment de Descartes ^ que ce n'était pas le de- 
gré de composition des équations des courbes^ 
mais uniquement le degré de faicilité à les dé- 
crire, qui devait déterminer à faire usage des 
unes plutôt que des autres. Suivant ce prin- 
cipe, Newton emploie la conchoïde à trouver 
les deux moyennes proportionnelles et la tri- 
section de l'angle , et il le fait avec une élé- 
gance fort supérieure à ceHe des solutions du 
géomètre ancien, du moins dans le cas du 
premier de ces problèmes ; je vais mettre le 
lecteur en état d'en juger. Les deux extrêmes 
données étaqt a, b, il prend {fig. 40) KA=âr, 
et après l'avoir partagée en deux également 
en C, il décrit du centre K, avec un rayon KC 
un cercle GX, dans lequel il inscrit CX=6; 
alors si Ton insère dans l'angle EXY, la ligne 
RY tendant au point K et égale h. \a, les 
quatre lignes KA, XY, KE, CX seront en pro- 
portion continue. 

A l'égard de la trisection de l'angle, la corde 
de l'arc proposé étant CX C/%.40» ^* ^ '^ 
diamètre, il suffit de prolonger indéfiniment 
AX, et d'adapter dans l'angle EXC, la ligne 
EY=z=CA, et tendant au centre K; l'arc XV 
sera le tiers cherché. Cette dernière construc- 



DU CERCLE. a(55 

tion revient, à la ve'rité, à celle àe Nicomède; 
mais elle est une suite de la règle générale que 
Newton a établie plus haut pour la construction 
de tous les problèmes de cet ordre : la première 
est également neuve et recommandable par sa 
simplicité* Newton en donne un grand nombre 
d'autres dans le même ouvrage , auquel je ren-- 
voie. Ce livre, quoique élémentaire, doit être 
entre les mains de tous les géomètres, comme 
étant marqué , ainsi que toutes les autres pro- 
ductions de ce grand homme, au coin de son 
génie, et d'ailleurs contenant des recherches et 
des questions qui ne sont pas au-dessous des 
plus habiles en Géométrie. 

XIX. 

11 y eut dans l'antiquité, comme à présent, 
un grand nombre de prétendues solutions de 
ces deux problèmes , données par la Géométrie 
élémentaire; Pappus nous le dit d'une manière 
expresse, et le commencement de son troisième 
livre des Collections mathématiques est em- 
ployé à réfuter une de ces solutions ^''^ Les 
autres tentatives de cette espèce ont eu le sort 

^0 Coll. mathem. prœf., liv. 3. 
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qu'elles méritaient, et ne nona sont pas panre* 
n«es. Depuis le renouyellement des science» 
parmi nons^ les dusses duplications du cube 
ou trisections de l'angle sont presque ansai 
communes que les prétendues quadraturçs da 
eerde; et même rien n'est plus ordinaire que 
de Toir ceux qui se vantent d'être en posses-^ 
sion du dernier problème, annoncer en même 
temps les deux autres. Oronce Finée^ Joseph 
Scaliger^ Delaleu^ Clergety Liger^ etc., en 
sont des exemples. Je pourrais aisément foiv» 
mer un article assez étendu de leurs maUbeu-^ 
reuses tentatives; mais les mêmes raisons qui 
m'ont &it terminer le chapitre précédent, mal- 
gré l'abondante matière qui se présentait en- 
core pour le grossir, me font mettre fin à 
celui-ci. S'il est certaines erreurs qui méritent 
l'attention des philosophes , il n'en est assuré- 
ment pas ainsi de celles de ces pygmées en Géo- 
métrie : elles ne sont dignes que de l'oubli qui 
les dérobe à la connaissance des géomètres. 



FIN. 
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Addition à la page $8* 

Si Ton décrit sur une ligne AB (^. 4^) 9 «omaf 
diamètre, une demi-circonference AGB ; que Tonél^e, 
par le centre D, la perpendiculaire DG; que Ton tire 
ensuite la corde AG, et que , 9ur cette çorde^ on décrive 
la demi«>circonférence AEG , l'espace AEGFA , appelé 
lunule, sera équivalent au triangle rectangle ADC. 

En effet, les aire^ des demi-cercles AGB et AEC9 
étant entre elles comme les quarrés de leurs diamètres 
AB et AG, seront entre elles copnme i est à 2, puisque 
AG est le côté du quarré inscrit dans le cercle dont AB 
est le diamètre. Il résulte de là que le demi-cercle 
AEG est égal au quart de cercle AGD , moitié du demi- 
cercle AGB.' Mais si l'on retranche en même temps du 
demi-cercle AEG et du quart de cercle AGD, le seg** 
mept AFG, il restera d'une part la Iqnule A£GFA , et 
de l'autre le triangle rectangle ADC, qui seront par 
conséquent équivalons. 

Ge qui précède est la traduction d'un passage de 
Simplicius. (Voyez SimpUcii philo9ophi perspica^simi, 
clarifsifnQ commeniaria in octo libras Aristotelis de 
physicù'audiiu nuper quant emendaiissimis exemple- 
ribuê, êtc, Venetiis, i566, page 17.) Cet auteur parle 
d'après l'histoire de la Géométrie écrite par Eudemus^ 
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qui n'est point parvenue jusqu'à nous; et il est le 
seul qui nous ait transmis la découTerte d'Hippo* 
crate de Ghio. Le paragraphe V de Montucla est aussi 
un extrait de Simplicius. 

Avec le temps , la proposition précédente a changé 
de forme. Bornée d*abord, dans la paraphrase de Mau- 
rolycus sur Archimède (page 36), dans Tartaglia (Dei 
numeri et délie misure, t. III, fol. 16), dans Wallis 
{Operd, t. 1*^1 p. i33), comme dans Simplicius, à la 
lunule décrite sur le quart de cercle , on Fa étendue 
à deux lunules inégales , mais embrassant la demi-cir- 
conférence, comme on va le voir. Soit ACB (Jig, 43) 
un triangle rectangle quelconque inscrit dans le demi- 
cercle AFGB , et que sur les côtés AG et BG, on ait dé- 
crit les demi-cercles AEG , GHB , la somme des lunules 
AEGFA, GHBGG, sera équivalente au triangle AGB; 
car le demi-cercle AFGB, ayant pour diamètre Thypo^ 
ténuse du triangle rectangle , est égal à la somme 
des demi-cercles AEG , GHB , construits sur les côtéà 
de ce triangle : si donc on retranche de part et d'autre 
les segmens AFG, GGB, il restera d'un côté les lu- 
nules AEGFA, GHBGG, et de l'autre le triangle rec- 
tangle AGB , qui sera équivalent à leur somme ; mais 
on ne peut pas assigner dans ce triangle l'espace qui 
répond à chaque lunule eu particulier^ lorsqu'elles sont 
inégales. 

Gramer, dans le mémoire cité en note à la page 43 ^ 
présente la proposition primitive sous une forme 
assez remarquable. Ayant décrit le cerle entier AGBë 
(Jig. 44) > ^^ construit le quarré inscrit dans ce cercle, 
et décrit sur chacun de ses côtés comme diamètre f un 
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demi-cercle. Il forme ainsi quatre lunules F, G, H, I» 
équivalentes aux quatre triangles dans lesqtiels le 
qiiarré inscrit est partagé par ses diagonales AB et CE ; 
les quatre lunules prises ensemble sont donc équivar- 
lentes à ce quarre'. (Mém. de VAcad. de Berlin, 1 748, 
p. 485.; 

C'est dans le même lieu de son ouvrage que Sim- 
plicius parle des quadratures absolues proposées par 
Hippocrate deChio etparAntiphon. Il regarde celle-ci 
comme fausse ; mais il pourrait l'avoir mal comprise, 
ainsi que l'a remarqué Montucla(p.44)' Quant à Hip- 
pocrate, il a été jugé irrévocablement, savoir, par Aris^ 
tote. Ethic, ad Eudemum, lib. 'jy c, i^; De sophisl. 
elench,, lib. i, c. 10; Archimed. Opéra, de sphœra et 
cjrlindro, lib. 2. 

£n raisonnant sur la difficulté de la quadrature du 
cercle, Simplicius rapporte des considérations assez 
singulières, d'après lesquelles son précepteur Ammo- 
Dius prétendait prouver l'impossibilité de comparer le 
cercle avec une ligne droite. Ces considérations sont 
peut-être la source de l'opinion singulière que Mon* 
tucla attribue à Viète (p. 54) , et que Descartes par- 
tageait (p. 27, en note). Voici le passage : 

Cwn hœ magnitudi'nes, recta et circianferentia, sint 
génère dissimiles , et nil mirum ait (Ammonius), si 
non ini^eniatur rectilinea figura circulo œquaJis : si 
quidem etiam in ipsis angulis hoc etiam insfernmus, 
Nam neque angulo senti circuli, neque ei, qui reliquus 
est ad rectum, qui instar cornu est, angulus reclilineus 
œqualis invenietur; idcirco, inquit , forsitan hoc theo- 
rema à tam incljrtis viris ^uœsitum hactenus inveuiri 
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non paêuii, nejue ab ip^ Archimede^ (SimpIiciaSy. 

p. 19) 

SuiTeiit encore d'aiiti«8 raisons fort singulières;. 
nftAÎBy p0ttr nous en tenir au passage rapporté ci-dessus, 
on Toît qu'Auiinonitts prenait pour une objection trè» 
forte, Timpossibilité de trouver aucun rapport entre 
r angle de contingence et F angle rectiligne; car ce 
qu'il appelle Fangle du denii-<erclei est l'angle mixti- 
ligne représenté par BAC (fg. 4^), tandis que DAG, 
le reste de Tangle droit DAB , après qu'on en a re- 
tranché BAC , est Fangle en forme de cerne. Ge dernier 
est précisément Fangle de contingence, sur lequel on 
a élevé une longue dispute qui ne consistait que dans. 
les mots. Tous les géomètres s'accordent à recon- 
naître que, puisqu'aucune ligne droite ne saurait pas-- 
•cr entre le cercle et sa tangente dans le voisinage du 
point de contact, on doit dire que Tangle de con-- 
tingence est moindre que tout angle rectiligne, si l'on 
n'entend par le mot angle que Tinclinaison de la 
courbe par rapport à sa tangente , dans le même lieu ; 
mais il n'en est plus ainsi dès qu'on s'écarte de plus en 
plus du point de contact. Cependant cette circon^K 
tance ne parait contenir en elle-même aucune incom- 
patibilité avec l'évaluation rigoureuse des arcs de 
courbes , puisqu'elle n'a pas moins lieu dans les 
courbes rectifiables que dans toutes les autres. (Voyez^ 
Vietm Opéra, p. 386, et WalUs Opéra, t. a, p. 6o5.) 

Nous reviendrons sur ce sujet dans l'ÀDDiTioff à la 
page 110. 
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Addit^oh à la p^e 58» 

Montucla passe immédiatement de Tàpproximatioii 
domiée par Arckimède à celle que Me'tius a trouvée ; mais 
il y a eu , dans l^intervalle , quelques déterminations 
qu'il peut être convenable dé rappeler. Dès qu'on s'est 
occupé de calculet* des tables trigonométriques , on est 
tombé sur des cordes, des sinus, des tangentes apparte- 
liant à de petits arcs auxquels sont sensiblement égales 
ces lignes , qui peuvent être considérées comme ap- 
partenant aussi à des polygones d'un grand nombre 
de côtés. C'est ainsi que, dans le second siècle de notre 
ère, l'astronome Ptolémée {Almageste, liv. i", ch.g) 
entreprit de calculer une table des cordes ; il déter- 

3 
mina celle de l'arc de -7 de degré^ qu'il trouva égale à 

47 . 8 , .... 2818 

z^^ A ^ du rayon , ce qui revient a — ^ . 

36oo 210000 '' ^ 216000 

En multipliant ce n^nblre par 24^9 ^ tnar({ue 
combien de fois l'arc proposé est contenu dans la demi- 
circonférence , on trouvera \t rapport de 225 à 707, et 
q«i revient à celui de i à 3, 1 4229 un peu pltid exact que 
celui de 7 à 22 équivalent à 3,1428. La valeur assignée 
pat Ptolémée à la cordé de l'arc de |^ de degré, revê^ 
nantà 0,0130926, n'est pas fort exacte; rigoureuse- 
ment calculée, elle est de 0,0130898, et en la multi- 
pliant par 240, on trouve 3,i4i552, résultat vrai 
jusqu'à la 4* décimale. Mai» cette détermination n'était 
pas le but de l'astronome , qui ne poussait ses calculs 
que jusqu'où l'exigeait l'exactitude des observations , 
fort imparfaites alors. 
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L'astronomie indienne nous fournit aussi le rapport 
de i25o à 3927, qui revient à i : 3,i4i6, et ne diflere 
de 1 : 3, 141 5g que d'un 1 00000* d'unité : il est par 
conséquent beaucoup plus précis que celui d'Archi- 
noiède. Qn le trouve à la page 217 du tome II de la 
traduction anglaise de V Ajeen-^Akbery, par Gladwin , 
édition de 1800. Si l'on s*en rapportait aux idées 
des partisans de la haute antiquité des sciences dans 
rinde , il faudrait le regarder comme bien antérieur , 
non pas seulement à celui de Ptolémée, mais à celui 
d'Archimède. 

Lorsqu'au renouvellement des sciences, dans le quin- 
ûème siècle, on sentit la nécessité de tables trigo- 
nométric^ues très étendues , Rhéticus , astronome al- 
lemand, calcula, vers 1474 > des tables de sinus et 
de cosinus de dix en dix secondes , et pour un rayon 
de I 00000 00000 00000 , ce qui répond à i5 déci- 
males. Si l'on compare le sinus d'un très petit arc 
à la tangente correspondante, et qu'on se borne aux 
chiffres qui sont communs aux deux nombres, ces 
mêmes chiffres appartiennent à l'arc. Si l'on part du 
sinus de 10" égal à 4 8481 3 68092 , et qu'on le multiplie, 
par 64800 , nombre de fois que l'arc de i o" est contenu 
dans 180% on trouve 3, 14 15926623 61600 , qui est 
exact jusqu'à la 8* décimale. Il ne paraît pas que Rhé- 
ticus ait tiré cette conséquence de ses tables ; on sait 
seulement que Purbach supposait le rapport du dia- 
mètre àla circonférence égal à celui de 120 à 377, peu 
différent de i à 3,i4ï6 (Delambre, Hisi. dcVAstr, 
du moyen âge, p. 282). H ^aut observer d'ailleurs que 
les tables de Rhéticus n'ont été publiées qu'en i6i3, 
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d'après les corrections faites dans le seizième siècle par 
Pitiscus, sous le titre de Thésaurus Maihematicus , sive 
canon sinuum ad radium i 00000 00000 00000 , et ad 
dena quœque scrupula secunda quadrantis, FraACO- 
furti, 161 3. 

Suffisant pour la pratique , dans beaucoup de cas, le 
rapport trouve' par Ârchimède paraît avoir été très em- 
ployé' par les anciens, qui Tont appliqué à la mesure des 
corps ronds. Dans le second volume du Voyage pitto^ 
resque de la Grèce, par Ghoiseul-Gouffier , il est parlé 
d'une inscription grecque trouvée dans les ruines de 
Pergame, qui contient les rapports du cube au cylindre 
et à la spbère inscrits , savoir, les nombres 42, 33, 22. 
Delambre , consulté par Ghoiseul-Gouffier, paraît 
étonné de ces résultats , qui néanmoins se présentent 
tout de suite , au moyen du rapport 7 à 22 , donné par 
Archimède. En effet, en prenant pour unité le rayon 
du cercle , les volumes des trois corps proposés sont 

. . ^. * Q 22 4 22 

exprimes respectivement par o, 2.— , x . — , ou par 

2, — , —^r ou enfin par 421 33, 22. 
7 7*^ 

22 22 22 

Les surfaces sont : 24» 4' 1" ^' — » 4* — > ^^ 

7 7 7 

^ 22 II 22 / 00 

6, 1 , — , encore 42 , 33 , 22. 

7 7 7 

Dans la surface du cylindre sont comprises ses deux 
bases. Cette remarque est attribuée à un nommé Nikon, 
inconnu jusqu'à la découverte de l'inscription, que 
M. Ideler a corrigée. {^Correspondance astronomique 
àe M. de Zach, t. XIII, p. 375, ann. 1825.) 
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On peut Tarier beaucoup les constructions du genre 
de celles qui sont indiquées à l'endroit cité , comme 
on le voit dans les Institutiones geometriœ sublù» 
mioris de M. ELrafft; tnaîs la construcUon trouvée 
par Kochansky, due peut-être à un pur hasard , est 
remarquable par son exactitude autant que par sa sim- 
plicité, et suffit bien à la pratique ; cependant, comme 
elle n'offre qu'une approximation limitée, elle ne sa- 
tisCedt pas autant l'esprit qu'un procédé susceptible , au 
moins intellectuellement, d'une approximation indé- 
finie. C'est le caractère qu'offre le suivant, tiré des 
OEuvres posthumes de Descartes {voyez p. 44^ du 
tome XI de l'édition donnée par M. Cousin). 

M Pour quarrer le cercle, dit-il , je ne trouve rien de 
« meilleur que d'ajouter au quarré donné bf(Jig. 46), 
« le rectangle cg compris entre les lignes ne, cft, 
« et égal à la quatrième partie du quarré bf-^ puis le 
« rectangle dh^ compris entre les lignes da^ dcj et 
«( égal à la quatrième partie du rectangle précédent; 
« puis de la même manière le rectangle ei , et ainsi de 

M suite à l'infini rectangles qui tous , pris en- 

n semble, équivaudront au tiers du quarré bf. 

« ae est le diamètre du cercle inscrit dans l'ootogone 
« isopérimètre au quarré bf; ad^ le diamètre du cercle 
<« inscrit dans le polygone régulier de seise côtes, iso^. 
« périmètre au même carré bf; ae le diamètre du 
«< cercle iniorit dans le polygone de 3a côtés, et 
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tt ainsi à Tiiifim. » Cette construction donne une suite 
infinie d'approximations pour le rayon du cercle dont 
la circonférence est égale au périmètre du <p]arré bf. 
On voit d'abord que si l'on fait 06 = 1, tous les 
rectangles formeront la progression par quotient (ou 
géométrique) 

Pour construire le rectangle cg égal au quart du 
quarré bf, il suffit d'observer que ce rectangle ayant l'un 
des angles de sa base supérieure sur la diagonale ak^ il 
en résulte que bgssac:=ab +bcj d'où bc=zbg — ab^ 
et par conséquent 

bèxM^bg{bg'-ab):=ibf={iab)\ 

En effet y si l'on prend sur les côtés de l'angle droit 
bqfy les distances àR et oG égales k\abj que du point G 
comme centre avec le rayon Ga , on décrive le cercle 
DoG, et que l'on tire BG, on aura 

BGXBD=S* ou BG(BG— DG)=(ia*)»; 

or DG = a6 : donc BG=6^, et sera la hauteur du 
rectangle cherché , ou la distance ûCv 

Pour le second rectangle, dhz=\ cg:=s ^/= (J^flô)% 
on a c% = ad=ac -^cdissbg+cdy d'où dh = chXcd 
i= ch(ch — bg) = (i^*)*; la dernière égalité se 
construira en prenant aB'ssJoô, idy=\bg, et B'G' 
sera la hauteur ch. 

En général , si z désigne la hauteur d'un rectangle 

s8 
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quelconque de cette opération , fi la hauteur du sui- 
vant , et que c* soit le cAté du quarré équivalent à ce 
dernier, on aura 

j^(z' — «)=b:c% ou «^=|z-Hl/pM^. 

Je ne m'arrêterai pas ici à démontrer comment 
cette expression satisfait à la question proposée , parce 
qu'elle va se présenter d'nne manière très simple , par 
le procédé qu'a donné M. Schwab pour obtenir le 
rapport approché de la circonférence au diamètre. 
{Voy, ses Èlémens de Géométrie, p. 104.) 

Au lieu de supposer le diamètre connu , et de cher- 
cher la circonférence, comme Archimède, ou l'aire, 
comme Gregory, M. Schwab détermine tant le rayon 
du cercle circonscrit que celui du cercle inscrit à une 
auite de polygones réguliers du même périmètre^ 
mais dont le nombre des c6tés va toujours en dou- 
blant ; et il trouve, entre ces rayons, deux relations très 
remarquables. kR(Jig. 4?) éia^X le demi-côté d'un 
polygone régulier quelconque , son centre^ OA sera 
le rayon du cercle inscrit , OB celui du cercle circons- « 
crit , dont l'arc BC fait partie. Si l'on tire ensuite CB, 
puis, du point 0, OD perpendiculaire sur GB, enfin 
DE perpendiculaire sur AC , l'angle ACB et la droite 
ED étant respectivement les moitiés de l'angle AOB et 
delà droite AB, EQ sera le demi-côté du polygone 
qui en contiendra le double de celui auquel appar- 
tient AB, et qui aura le même périmètre. Cela posé, 
si l'on désigne par r et r' les rayons AO et CE des 
cercles inscrits à ces polygones , par R et R' les rayons 
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0& et CD des cercles circonscrits, i®. comme 
CE==:iAC=i(ÂO + OC) = i(AO + OB), 
^ '• + R 

on a r = — ■ — ; 

a®, le triangle rectangle ODG donnant 

CD=OCxCE, il s'ensuit que R'= l/SZ 

En mettant dans l'expression de / la valeur de 

R=: VÂÔ* + AB*= l/r" -f. c% dans laquelle c re- 
présenté le demi*côté AB , on obtiendra 

Écrivant ^ z et ~ z^ au lieu de r et de r\ on aura 



/ = -;z+ \/^z* + c% 

où z et / représentent les diamètres, et ce qui s'ac- 
corde avec la formule tirée de la construction de 
Descartes. 

M. Schwab applique d'abord ses formules à l*hexa- 
gone dont le côté est pris pour unité : dans ce cas , on 
a en premier lieu 



et avec ces valeurs on obtient très aisément r' et R'. 

Parvenu au polygone de 6 1 44 côtés, M. Schwab 
trouve 

r = 0,9549296, R = 0,9549297 ; 

preikant alors r pour le rayon,du.oercle qui $e con-* 
fond avec le polygone dont le périmètre s= 6, l'auteuy 

18.. 



obtient 

ar 2X0,9549296 ^ ^ 

Dans le quarrë choisi par Descartes, le côté = i f 

Je terminerai cette note par l'exposition du dérou- 
lement ingénieux de la circonférence, indiqué dans te 
tome II des anciens Mémoires des Savons étrangers, 
par Oathier (p. a33). 

Ayant tiré deux droites AX, AY {Jig. ifi) , perpen- 
diculaires entre elles, et décrit le demi-cercle AMG, 
qu'on se propose de rectifier, on prendra , sur AX , les 
distances 

ADr=:2AG, AE=aAD, AF=2AE, etc. ; 

on élèvera Ce perpendiculaire sur AG, et terminée â 
la rencontre c de l'arc kc décrit du point G comme 
centre, puis on tirera De qu'on prolongera jusqu'à la 
rencontre de l'arc A^/ décrit du point D comme centre, 
et ainsi de suite. 11 est d'abord évident que le quadrant 
Ac est de même longueur que la demi-circonférence 
AMG ; et Ton aperçoit sans peine qu'en doublant tou- 
jouro le rayon des cercles, et formant des angles G, 
D, E| F, etc. , dont chacun est la moitié de celui qui 
le précède > on obtient des arcs Ac, Ad, Ae, A/*, etc. 
de même longueur, mais dont la courbure décroit 
sans cesse , et qui ont pour limite , sur la droite AY, 
une portion égale à la demi-circonférence AMG. 

Les points G, c, dj e, /, etc. sont tous isolés; 
mais il est évident qu'ils font partie d'une courbe 
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continue formée par les extrémités des arcs de même 
longueurappartenant aux cercles passant par le point A, 
et décrits, en prenant successivement pour centre tous 
les points de la ligne AX. On voit facilement que cette 
courbe est une sorte de spirale qui fait une infinité 
de révolutions autour du point A ; car les rayons 
étant pris de plus en plus petits , la longueur de Tare 
AMG pourra embrasser tel qombrç de çircon|érences 
qa'on voudra.. 

ADDITION à la page i lo. 

Les raisonnemens que nôtres autour ajoute à ce qu>, 
dit Newton sur l'impossibilité de U quadrature du: 
cercle y ne passent point encore pour une démonstra;- 
tion complète de cette impossibilité. L'inutilité cons- 
tante des tentatives faites jusqu'ici par les plus habiles 
géomètres, dont toute la sagacité s'est montrée dans 
l'invention des moyens qu'ils ont créés pour attaquer 
la question, et dans le grand nombre de résultats ap«- 
proximatifs qu'ils ont obtenus;, cette inutilité , dî^-je» 
établit une tr^ grande probabilité que le problème 
n'est résoluble que par approximjïtion^ 

Beaucoup d'autres difficultés du même genre ramèf- 
iient à une semblable conclusion, et font regarder 
comme certain que , de même qu'il y a des quanti- 
tés , dites irrationnelles, qui ne peuvent s'exprimer en 
termes finis, par des nombres, soit entiers, soit frac- 
tionnaires , il existe un autre genre de quantités qui ne 
peuvent, s'exprimer par un nombre fini de termes non- 
sei^l^ment rationnels , mais irrationnels. Ces d^rnièr^ 
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sont appelées inmscendames. La ebccHniémice et Take 
du oerde sont telles par raifort an myoïi et aa dijH 
mètre; mais, ce qu'il faut bien remarquer, les trans- 
cendantes se partagent en classes diverses de plus «n 
plus ëleyées , parce qu'on ne saurait les exprimer les 
unes par les autres en termes finis. Tels sont les arcs 
d'ellipse, par exemple, à Tëgard des arcs de cercle, 
parce que la rectification de la première de ces courbes 
ne peut être raniene'e à celle de la seconde. Laplaoe a 
dit à quelques personnes qu'il en avait une démons- 
tration rigoureuse ; mais on ne Ta point retrouvée dans 
ses papiers. Avec cette démonstration , on eût été pli^ 
avancé par rapport à l'ellipse que pour le cercle. 

Ce qu'il y a de positif sur ce dernier est la démons- 
tration par laquelle Lambert (Mémoires de V Acad. de 
Berlin j année 1761, p. 266), établit que le rapport 
de la circonférence au diamètre est un nombre imh^ 
tionneL Bans la note lY de ses Élémens de Géométrie y 
M. Legendre , en abrégeant cette démonstration , a fait 
voir que le quarré du même rapport est aussi un 
nombre irrationnel. Peut-être s'exprimerait-ôn plus 
exactement , en disant que ce rapport et son quarré ne 
sauraient être exprimés en termes rationnels ; car il 
reste encore à savoir ce que peuvent être les puissances 
plus élevées , et. s'il en existe aucune qui soit ration- 
nelle. 

Si les formes sévères du calcul n'ont pas mené plus 
loin , il ne faut attacher aucune importance aux consi- 
dérations vagues par lesquelles Bufibn a tenté d^y 
suppléer. (Essai (t Arithmétique morale, vers la in.) 
Ce n'est autre chose que l'abus d'une vaine métaphy- 



ftiqoe «ppK^éé à la Géométiiei II en est de ménie de 
Tàrtide QimdrautPe du Cercle dans le Dictionnaire 
des MathémtùiqueB de PEne)rchpédie méthodique. 
Toiites ces idées creuses sur l'infini , qu'on yeut pour 
ainsi dire manier , ne mènent jamais à rien de solide. 
On a déjà tu comment elles ont trompé les anciens , 
ensuite Yiète et Descartes (p. 54 9 27}* 

Je tei^nmerai en rappelant ici la déclaration que 
l'Acttdémie des Sciences , &tiguée des continuelles iin** 
portumtés des quadrateurs, fit en 177$ {Mémoires de 
VAcad*, ann. 1776, Histoire ^ p. 6i) : 

« L'Académie a pris , cette année , la résolution de 
1^ ne plus examiner aucune solution des problèmes de 
» la duplication du cube , de la trisection de l'angle 
» ou de la quadrature du cercle j ni aucune machine 
» annoncée comme un mouvement perpétuel. » 

Cette déclaration est accompagnée de réflexions dans 
lesquelles Gondorcety alors secrétaire perpétuel de 
l'Académie , développe avec clarté et précision les mo- 
tife qui appuient la résolution qu'elle a prise. 

ADDITION à la page i6i. 

Montuda ignorant où le géomètre anglais Machin 
avait publié ses calculs sur le rapport du diamètre à 
la circonférence (p. i56)j n'a pu parler de la mé- 
thode suivie par ce géomètre , l'une des plus simples 
et des plus faciles à mettre en pratique. Elle est en- 
core fondée sur la série qui exprime l'arc par sa tan- 
gente ; mais on y détermine d'abord l'arc qui répond 
à une tangente exprimée par une petite fraction 
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et l'on répète cet arc un nombre de fois raffisant 
pour que le produit diffère peu de Farc de 45^. Le 
choix de la première tangente étant arbitraire, on peut 
varier les formules ; mais ici je ne m'arrêterai qu'à un 
seul cas y suflbant pour bien fiûre comprendre et ap~ 
préder cette méthode, exposée dans le recueil intitulé 
Scriptores logarithnuc£,jfM'i/L.'Nisiseresit. III, p. i58), 
qu'on trouve encore dans XeDéveloppemefU de la partie 
élémentaire des Mathématiques, par Bertrand deGenève 
(t. II, p. 43a) , et dans d'autres ouvrages plus récens. 

L'arc dont la tangente &= g, étant répété 4 fois , en 

donne un qui diffère fort peu de celui de 45^ dont la 
tangente ?x i ; car la formule 

a tanga 

tang 2a = :-2_- 

' I — tangû*' 

lorsqu'on y £ût tang « ■= g , conduit d'abord à 

* lo 5 , 

tang aas= — s=— ; et changeant ensuite tai^ acn 

tang aa, la mèi^e formule donne ti^g Âass — 

119' 

fractiop qui ne diffère de Tunité que de — : Tare £a 

surpasse donc de très peu celui de 45^. 
Pour en découvrir l'excès, on a la formule , 

^^rtçfA^B)^ tang A- tang B 
^^ ^ i-f tangAtangB' 

dans laquelle on fera tong A = —, tang B = i ; avec 
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ces valeurs , on trouvera tang {^a — 45®) =-0- • M ««i* 

209 

de là que 

4,,^45. = -L - j^ + g^- etc. ; 

mais tang a étant 7, ou en déduit 

_i I , i _L_ I 

''"~5~3:55'*" 5:5»""^ "*■''**'•' 

et par conséquent 

puis mettant cette expression dans celle de 4^— -45^7 
on en tire 






3^ ~ 3(73^5» +^^3^ " **"•)• 



Ces deux séries sont très convergentes , la seconde sur- 
tout ; et si la première l'est moins , on en est dédom- , 
mage par la facilité de son évaluation. En effet , la 
suite des fractions 

III 

5» ^> §5' ^^^'J 

formant une progression par quotient , dont la raison 
est -7 , on passera d'un terme au suivant en divisant 



le premier .ytr loo , et multipliftat ensuite k quotient 
par 4. 

Yen la fin du siècle dernier, Yéga poussa jusqu^à 
i4o ^^nmi^Um. ]e r^iport du diamètre à la circonfé- 
imce. Le voici, tA qu'on le trouve dans Tédition du 
Thésaurus logarithmorutn completus de Ylacq, donnée 
par Yéga, en 1794 (p. 633) , 

3 , 141S9 26535 89793 23846 26433 83a79 ^^^^ 
4197 1 69399 37510 58209 74944 59230 78164 
0628620899862803482534211 7067982148 
o865i 32823 06647 ^3^4 i^^9^ 50S82 26i36. 

Ce nombre contient i3 cbifTres décimaux de plus 
que celui qu'a trouvé de Lagny, et qui est rapporté 
sur la page 157. Au bas de cette page ^ j'ai cité , d'après 
Montucla, une addition de 27 chifiires décimaux qui 
en portent le nombre à i54 ; mais il n'y a que les 9 pre- 
miers qui soient les mêmes dans ces deux additions : 
les autres sont donc douteux. La différence tiendrait- 
elle à une erreur de transcription faite par Montucla? 
C'est ce que j^ignore, n'ayant pu remonter à la pre- 
mière source de l'addition qu'il rapporte» Quant à 
Yéga f il a répété , en 1 797, dans ses tables de loga- 
rithmes , en 2 vol. in-4°9 le résultat cÎHiessusj mais,^ 
en 1789, il en avait donné un autre y en i44 chif&res, 
qui diffère de celui-ci à partir de la 127' décimale : il 
se termine par 

47672138611733138. 

(F'ojr. les Nova acta Acad, petrop, , t. IX^ p. 4^ de 
l'Histoire.) 



QBK»i qttll enk^okp si l'on 8%^ tient attjf i!26 déci- 
males eonforme» de ebaqae cAvé , l^appr oximation est 
encore prodigiense ; et pour en Mre nûeost jtiger, nous 
teneiidrons sar ce qu'on lit à la page 7, où l'on né TOii 
qu'une apprédaâon un pen yagoe. 

II suffit de 16 décimales pour obtenir à moins d'an 
millième de millimètre (moins de ^^ de ligne) la cir- 
conférence d'un cercle dont le rayon serait ^al à la 
distance nioyenne de la terre au Soldd. En effet, cette 
dUtance est de 152688700 kilomètres ; en la doublant, 
on aura le diamètro égal à 3p53774qo Idloiuètres^ et 
poYir le convertir en millièmes dç millimètres, il faut 
le multiplier par le produit 1000.1000= 1 000000, 
ce qui ne fera encore qu'un nombre de i5 chiffres. Si 
donc on multiplie ce nombre par le rapport de la cir- 
conférence au diamètre , la 16^ décimale n'influera pas 
sur les unités duprodtdt. Cette approxiination est déjà 
très remarquable > puisque, l'épaisseur d'un cheveu 
moyen étant environ la 10* partie du millimètre, le 
millième de ce dernier est à peine le centième de l'é- 
paisseur du cheveu. 

Que serait-ce donc si , comme l'auteur, on prenait 
35 décimales, c'est-à-dire 19 chiffres de plus que ci- 
dessus, de sorte que la (ïemière décimale ne serait 
que la loooo 00000 00000 00000^ partie de celle de 
l'exemple précédent? Qu'on juge par là de ce que 
serait l'approximation donnée par 126 décimales. 
Ceci montre avec la dernière évidence combien il est 
inutile de prendre la peine de démêler les paralogismes 
des quadrateurs , quand on a un moyen si simple et 
si sur d'apprécier leurs inventions. 
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Au moment où j'écris ceci, un journal {le Courrier 
fran^us du samedi , a4 jttittet i83o) annonce une non- 
Telle tentatiTe y donnant le rapport de 700 à 2207» ce 
<Itti revient à 3,i5,., , résultat déjà fsiutif au second 
chiffire décimal. 

ADDiTion à la page i68. 

L'assertion &ite par l'auteur, sur cette page, peut 
aisément se vérifier, en déterminant, par le moyen des 
séries qui expriment les lignes trigonométriques, celles 
de la figure 2 1 ; mais je me bornerai à donner le calcul 
numérique du cas où il s'agit de Tare de 60*, déjà fort 
grand* 

Soit CiB=ea=: I , BF=(^=: sinus verse de B6; on 
aura CF=si — v, eFsssS — •*, eB = 3; et puisque 

rf : FG :: eB : BA, a viendra BA=s ^^~:Î:!, Mais 

comme AE = ^B *» -s BF sr i «*— 7 |f , on en conclura 

EF=AE + AF=i — gi^ + a — 1^=3— |v; et la 
proportion EF : FG :: EB : BB donnera 

gg_\ a» / (i5— y) y/at^— y* 

3-r 



Si Ton Eut «^s-, ces formules conduisent à 

2 

BA=i|^=i,o3923o5, BHi55gv/3 = 1,0464473. 

Ces deux valeurs ne diffèrent que d'environ 0,007 ; or. 
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Tare de 60» = ^ de i^i/^tÔQaù e'tant 1,0471975, on 

voit qu'il excède peu les lignes Bh et BH , et qu'il 
approche beaucoup plus de la seconde que de la pre-^ 
mière. , 

ADDITION à la page a^S. 

Ce morceau de Géométrie est le plus ancien de ceux 
qui nous ont été transmis avec un nom connu et une 
date certaine : c'est ce qui rend précieuse pour l'his^ 
toire de la science cette partie du commentaire d'£u- 
tocitis sur les œuvres d'Archimède. Celui-ci, après 
avoir trouvé la mesure du volume de la sphère , se 
propose de déterminer le rayon de celle dont le vo-^ 
lume est égal à celui d'un cylindre ou d'un cône donnés 
{Archimed. , Desphœraet cylindro, lib. II, prop. 2), 
ce qui revient à résoudre une équation du 3*^ degré à 
deux termes j tar a étant le rayon de la base , soit du 
cylindre , soit du cône , h leur hauteur, sr le rapport 
de la circonférence au diamètre , et x le rayon de la 

sphère cherchée, on a pour le cylindre, ^woifl =s ^a'A , 

et poui* le cône, %:x'^ = -^a^h, , équations qui revien* 

nent à x^ =c {T^ojrez p. 218, note.) 

On peut être surpris de lire au commencement du 
%y y que « la solution de Platon a le défaut de ne 
M pouvoir être avouée par la Géométrie , » quand on 
voit plus loin (p. 282) , les éloges que notre auteur 
donne à la solution de Nicomède , laquelle suppose 
aussi l'usage d'un instrument. Celui-ci peut être plus 
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commode que le châssis proposé par Platon ; mais it 
n'en est pas moins une machine di£férente de la règle 
et du compas, seuls admis dans la solution graphi<pie 
rigoureuse des problèmes de G^omécrie. 

Au fond c'est toujours une courbe qu'il faut décrire | 
et il est aisé de saisir la génération de celle qui répond 
à l'usage du châssis représenté dans la figure ^5*, 

Quand on le place au hasard , en mettant la base FG 
sur le point E (^^. aS* et aS) , et l'un de ses angles 
sur BA , en un point quelconque D , puis qu'on fait 
mouvoir la traverse jusqu'à ce qu'elle passe par le 
point A, l'angle droit G peut tomber sur une in- 
finité de points différons. Cette opération revient 
à mener arbitrairement la droite £D {Jig* 49) > P^^^ 
à élever d'abord sur celle-ci une perpendiculaire 
indéfinie DG , sur laquelle on en abaisse ensuite 
une du point A, et l'on marque le point de ren- 
contre G de ces deux perpendiculaires. En donnant 
diverses positions à la ligne ED , et répétant la cons-> 
traction que l'on vient d'indiquer, on trouvera autant 
de points C', G"... qu'on voudra de la courbe décrite 
par l'angle du châssis, lorsqu'on le fait mouvoir pour 
arriver dans le prolongement de B£. 

Pour obtenir l'équation de cette courbe , on fera 
AB=a, BE = *,AP=:«:r^PC=5:j-; on aura 

pg:aP::be:BD, on j:x::b:BD=z—; 

et comme le triangle rectangle DCA donne . 

ÂPXPD=:PC*, et que PD = AB ^ BD-- AP , il 
vient 
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xfa + —'^x\:=jr\ otij^+xy—a3fy—bx*=:04 

Cette équation appartient à la 34' espèce dans l'é- 
numération des Ëgnes du troisième ordre , Êiite par 
Newton {Opuscula, 1. 1*', p. 258). Elle est repré- 
sentée dans la figure 5o. 

La solution du problème de la duplication du cube, 
répondant au cas où l'angle droit C (Jig, 49) tombe 
sur la ligne BE, c'est-à-dire à l'intersection de cette 
droite et de la courbe CCC , alors x=za, ce qui ré- 
duit l'équation précédente àj^=«'^. 

La lettre dTÉratostbènes , citée p. 23o , est un mo- 
nument curieux de la Géométrie ancienne. On y voit 
l'importance qu'on attachait alors au problème de la 
duplication du cube, puisque ce géomètre appendit 
dans un temple l'instrument qu'il avait imaginé , et 
qu'il le crut digne d'être consacré à la divinité. Sur la 
colonne qui portait cette offrande, était gravé le résumé 
de la démonstration du procédé. Enfin , il célébra sa 
découverte par une épigramme qu'Eutocius nous a con- 
8ei*vée et dont Montucla a fait mention à la page 2a5; 
mais comme il n'y en a point de version latine dans 
l'édition à*Archimhde par Torelli , j'ai cru devoir rap- 
porter la traduction que M. Reimer a donnée à la 
page i47 de l'ouvrage que j'ai cité p. 217. 

Si cnbnm brevi tempore dnplum , o optime, constraere 
Vu, lia nt omnif figura solida in aliam 
Bene posnt transformari : hoc tîbi perficietur, et si stabnlum, 
Aut granariam sabterraneam , aut cavae cïsterna altam spatinm- 
Hoc (instramento) metiri yelis , qaando médias terminis extremî» 
Concurrentes întra dnplices snmseris regnlas. 
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Ne ta Afchyta diflkilliinit opeimûonibaf cylindtoraitt i 

Ne Menachnueit io oonci tecandii ternaruf 

Operam impendas; neqne tî qaa dinaï Endozi 

Gnm in Hnaît tpeciet deicribimr. 

Hiice aotem in ubellis média infiniu conuroai 

Commode, inde a parro fando ezonnt. 

Felik Plolomae pater, qabd Ûio naa pnbcflceiis, 

Qoscaoqae et MuaU et Regîbnt cara annt, 

Ipae largitnt et ! Impotteram aoiem, 6 cœlestis Japiter, 

Et ioepcra ex tna accipiat manu ! 

Et bac <]aîdem ita perficiancarl Dicat aatem qais donariam TÎdensi 

Cyrenai boc eat Eratosibenis. 

Le prix qu'Êratosthènes mettait à son invention 
pouvant faire désirer de savoir en quoi elle consiste , 
nous allons suppléer à Vomission que notre auteur a 
fiiite sur ce sujet. 

Soient trois planches rectangulaires ABCD (Jig. 5i), 
k'VCVy A'B'G'D", de même hauteur et glissant 
entre des rainures parallèles , AB" , DC^, en soite que 
la planche du milieu A'fi'G^D' étant file , on puisse 
fidre avancer sur celle-ci la première ABCD, tandis 
qu'on iaît passer dessous la trobième A'B'CD^. Par 
suite du recouvrement de ces planches , la première 
cache une partie de la diagonale de la seconde , et 
eelle-ci une partie de la diagonale de la troisième* 
C'est ce que montre la figure 52, dans laquelle les 
lignes ponctuées A'D', A'I)^ marquent les bords ca* 
chës par le recouvrement , E et E' les intersections des 
diagonales avec les bords BC et B^C. Cela posé , si AD 
représente Tune de grandeurs données, E^C^ l'autre, 
et que les planches aient été disposées de manière que 
les points E et E' tombent en ligne droite avec les 
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points A et E\ les lignes EC et EC seront les moyennes 
dierchées. 

En effet , les triangles semblables D AC , CEC, CVC, 
donnent d'abord 

AD : CD :: CE : ce, ad : cd :: ce' : ce* ; 

d'où <-/v_ CPxCE ^^_CDXC^' 

mais pour que les points A» E^ E', E'' soient en ligne 
droite , il £iut que l'on ait 

AD — CE_CE — CE' CE^-^dS" 
CD ce "^ ce ' 

or, si Ton met pour €C, CC, leur valeur, la largeur 
CD de la planche ABCD disparaîtra comme diviseur 
commun; il viendra 

faisant évanouir les dénominateurs, et réduisant, on 
trouvera 

CE=ADxCE', CExêÊ'=ÏDxCE', 
ce qui donne les proportions 

AD: ce:: CE: CE', ad:ce::CE':ce% 

qui reviennent à 

AD : CE :: CE : ce' :: ce' : ce*. 

Je terminerai ei^ observant qu'il faut ajouter aux 

'9 
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sources indiquées par Montuda , le recueil intitulé 
f^eterum Mathematicorum Opéra, dans lequel se 
trouvent les solutions de Héron d'Alexandrie (p. i43) 
et de Philon de Bysance (p. St) , et en rappelant que 
DesearteSy dans le second livre de sa Géométrie, et 
au commencement du troisième , donne un procédé 
pour obtenir, par une combinaison, d'équerres, autant 
de moyennes proportionnelles qu'on voudra, entre 
deux grandeurs données. 
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TABLE ALPHABÉTIQUE 

DES MATIÈRES. 



Anaxagore, Il recherche la quadrature du cercle dans 
sa prison , page 34« 

Angle du demi-cercle , angle de contingence , p. 268. 

Antipkon. Il compare le cercle à un polygone d'un 
nombre infini de côtés ; il est désapprouve' dans l'an- 
tiquité , mais à tort , p. 44* 

Apollonius, Il enchérit sur l'approximation d'Archi- 
mède, p. 62. Sa solution du problème des deux 
moyennes proportionnelles ^ p. 280. 

Approximations, Ce quec'est , et leur utilité, p. aS, 82. 
Diverses approximations : celle d'Archimède, p. 4^ ; 
de Métius , p. 58 ; de Yiète , p. 60 ; d'Adrianus Ro- 
manus, p. 61 ; de Ludolph, ibid, ; de Sharp, Machin, 
de Lagny, p. 1 56 ; de Véga , p. 282. 

Archimède, Sa mesure approchée du cercle, p. 4^- 
Son adresse dans ses calculs , p. 49- 

Archjrtas, Idée de sa solution peu praticable , néan- 
moins ingénieuse, du problème des deux moyennes, 
p. 223. 

Aristophane. Trait de ce comique sur la Quadrature 
du cercle et sur Méton , p. 34* 

Arithmétique de l'infini. Son objet ; cultivée par 
Fermât, Descartes ^ Roberval, Gavalleri; augmentée 
par Wallis ; perfectionnée par Newton , et aboutis- 
sant au calcul intégral , p. ii3, 127, i32. 

Aynscom , disciple de Grégoire de Saint- Vincent , dé- 
fend sa quadrature 9 p* 89. 
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fi 

Basselin, Sa quadrature embrouillée, p. an. 
Bemoutti {Jean). Idée de taanélhoâe pour déterminer 

des limites de plus^eu plus rapprodiées du cercle^ 

p. 194. 
Brouncker, Son expression , en fraction continue , de 

la grandeur du cercle , p. 12a. 
Brjrson, Son erreur sur la grandeur du cercle y p. 44» 

199- 

c 

Calcul intégral, p. m. 

Cercle (Quadrature du). Yoyei Quadrature, 

Circonférence du cercle. Son rapport avec le diamètre^ 
p. 46, 53y 59,61, 6a, laa, 167, 269, aSa; ce rap- 
port et son quarré ne sont pas des nombres ration- 
nels, p. 278. 

Constructions géométriques pour déterminer par ap- 
proximation la grandeur de la circonférence , p. 64 > 
72,76, 27a, 276. 

Courbes paraboliques , p. 1 76^ 

Cuber un solide. Ce que c'est , p. 4-^ 

Cusa (le cardinal de). Fausses quadratures qu'il pro- 
pose, réfutées par Regiomontanus , p. 67, 2o3. 

B 

Descartes, Ce qu'il pensait sur la rectification des 
courbes, p. 27, note, 54, 267 ; sur Grégoire de Saint- 
Vincent, p. 87. Ses constructions du problème des 
deux moyennes et de la trisection de Tangle, p. 259. 
Sa construction approximative de la rectification du 
cercle, p. 272, 290. 

Dinostrate, géomètre platonicien , inventeur de la 
quadratrice , l'emploie à la trisection de l'angle , 
p. 245. 
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Dioclks. Sa solution du problème des deux moyennes 
proportionnelles, par la cissoïde, p. 236. 

Duchesne, quadrateur réfuté par Pierre Métius, lui 
donne lieu de trouver son fameux rapport, p. Sg, 2o5 

E 

Éraiostbènes cité p. 226. Idée de sa solution du pro* 
blême des deux moyennes proportionnelles, p. 229 ; 
sa lettre et son épigramme, p. 287 ; sa solution^ p. 288. 
Eudoxe résout le même problème par certaines cour- 
bes. Jugemens contradictoires que portent de lui 
Eutocîus et Ératosthènes , p. 228. 
Euler, Application qu'il fait des fractions continues à 
déterminer les limites les plus simples du cercle, 
p. 124. Manière dont il exprime l'arc de 45' par 
deux suites convergentes et rationnelles, p. iSg. 
Sa méthode pour la sommation des suites , appli- 
quée à la mesure du cercle , p. 162. 
EutociuSf cité p. 4o > 21 7 note , 228 , 282 , 264. 

F 

Fractions continues» Expressions dont on a un exemple, 
p. 122. Un de leurs usages, p. 126. 

G 

Grégoire de Saint-f^inceni, Voyez Smnt-Jrincent. 

Gregorjr (Jacques) ^ géomètre anglais. Son livre De 
t)erâ circuli et hjrperbolœ quadrature. Il y démontre 
l'impossiblité de la quadrature de ces courbes. 
Précis de sa démonstration , p. 96. Sa querelle avec 
Huygens à ce sujet ,101. Ses approximations com- 
munes au cercle et à l'hyperbole , p. 104. Il donne 
une suite pour le cercle , p. i38. Il découvre la mé- 
thode de Newton. Il trouve le premier la suite de 
Tare par la tangente, et fait diverses autres décou- 
vertes analytiques. Éloge de ce géomètre, ibid, 

'9* 
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H 

Héron d Alexandrie. Sa solution 4» prx>blème des 
deux moyennes proportionnelles y p. aio , 290. 

Hippocrate de Chio. Cherche la quadrature du cercle , 
et trouTe sa lunule absolument quarrable, p. 3^. 
Mauvais raiftonneynent qu'on lui attribue , et sa jus- 
tification 9 p. 38 ; sa remarque sur le problème des 
deux moyennes proportionnelles , p. 218. 

Hobbes, Prétend avoir trouvé la quadrature du cercle, 
la duplication du cube , etc. Réfuté par Wallis , il 
s'en prend à la Géométrie et veut la réformer entiè- 
rement. Il entasse mille pitoyables réponses, p. 208. 

Hujrgens, Son livre intitulé De circuit magnitu- 
dîne inventa. Il y perfectionne les inventions de 
SnelliuSyp. 70. Aj^roximations géométriques qu'il 
y donne de la circonférence et des arcs de cercle , 
p. 71. Autre ouvrage du même auteur, savoir, 
Theoremata de quadraturâ hyperboles, ellipsis et 
circuli. Ce qu'il contient, p. 76. Il réfute Grégoire 
de Saint-Vincent , p. 88. Sa querelle avec Gregory, 

p. lOI. 

Inscription grecque. Voyez Nikon. 

Intégral. Voyez C^deul intégral. 

Interpolations (méthode des), inventée par Wallis. 

Ce que c'est, p. 11 5. Usage qu'il en fait pour la 

quadrature du cercle, et ce qu'il en retire, p. 1 18. 

Newtton la perfectionne , et elle le conduit au calcul 

int^al, p. 127. 

K 

Kochanski (le père). Approximation géométrique fort 
élégante qu'il donnç ppur la circonférence du cercle, 
p. 77, note. 
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h 

Lagny (dé). Trouve la suite de Tare par la tangente, 
p. 143. Son rapport de la circonférence au dia- 
mètre, exprimé en 128 chiffres, p. 157. 

Lambert. Démontre que le rapport de la circonférence 
du cercle à son diamètre est un nombre irrationnel ^ 
p. 278. 

Legendre, Démontre que le quarré du rapport de la cir- 
conférence au diamètre est irrationnel^ p. 278. 

Leibnitz, un des inventeurs de la suite de l'arc par la 
tangente. Sa justification du plagiat que lui ont re<« 
proche quelques Anglais à ce sujet, p. i4o. 

Léotaud (le père), jésuite, attaque la quadrature 
de Grégoire de Saint- Vincent , en démontre soli- 
dement la fausseté contre lui et ses défenseurs, 
p. 88. 

Longitudes. Elles ne dépendent point de la quadra- 
ture au. cercle ; c'est une erreur de le penser , 
p. 3i. 

Longomontanus. Il se persuade avoir trouvé la qua- 
drature du cercle. Rapport qu'il assigne pour celui 
du diamètre à la circonférence , p. 207. 

Ludolph van Ceulen. Ses travaux et son approximation 
de la circonférence en trente^inq décimales, p. 62. 

Lunule d'Hippocrate deChio, p. 87. Addition qu'y 
font divers géomètres modernes , p. 4<> 9 note. Dé- 
monstration du théorème , p 265. 

M 

Ma^n. Pousse l'approximation de Ludolph à cent un 
chiffres, p. i56. 

Mallemant de Messange. Est célèbre par mille impei^ 
tinens systèmes physiques , et de plus par ses pré- 
tentions sur la quadrature du cercle , p. 210. 

Mathulon, quadrateur. Puni par la perte d'une somme 
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de mille ëcus , pour avoir défie' les géomètres de dé- 
montrer ^'il s'était trompé, p. 211. 

Ménechme, géomètre platonicien. Résout le problème 
des deux moyennesproportionnelles, par les sections 
coniques y de deux manières différentes, p. 225. 
Remarque sur ses solutions , p. 227. 

Métius. Rapport approché et commode qu'il donne 
de la circonférence au diamètre, p. 58. Il réfute 
Duchesne, p. 2o5. 

Méion. Est mis sur la scène par Aristophane, au sujet 
de la quadrature du cercle , p. 36. 

Moyennes proportionnelles continues ( problème des 
deux). Son histoire, p. 219. Résolu mécanique- 
ment par Platon , p. 221 . D'une manièi*e trop intel- 
lectuelle et trop peu praticable, par Archytas, p. 224. 
Savamment par Ménechme , p. 225. Solution d'Éra- 
tosthènes,p. 229, 288. Celles de Héron, Philon, Apol- 
lonius, p. 23o. Nicomède y applique la conchoide, 
p. 282. Dioclès, la cisso'ide, p. 286. Solution de 
Pappus et de Sporus , ibid. Indication de diverses 
solutions modernes , par Viète , Huygens , etc. , 
p. 246. Il est impossible de résoudre ce problème 
par la Géométrie élémentaire, p. 249. Descartes le 
résout avec une parabole et un cercle, p. 269, 290. 
Solution élégante qu'en donne Newton, p. 262. 

N 

Newton. 11 travaille d'abord sur les idées de Waliis, 
et trouve la première suite pour la mesure indéfinie 
du cercle, p. 127. Il est bientôt en possession d'une 
foule de découvertes analytiques, et entre autres 
du calcul intégral, p. i33. Ses diverses suites pour 
les arcs et les segmens circulaires, p. i35, 144. Sa 
méthode pour la quadrature des courbes , par le 
moyen de quelques ordonnées équidtstantes, p. 1 76. 
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Démontre Fimpossibilité de la quadrature indéfinie 
du cercle, p. io8. 

Nicomède. Sa solution du problème des deux moyennes 
proportionnelles, par la conchoide, p. a32. Avantage 
qu'elle a. £lle est fort approuvée par Newton , qui 
l'imite dans tous les autres problèmes solides, p. 26a. 

Nikon. Son inscription contenant les rapports du cube 
au cylindre et à la sphère inscrits , p. 271. 



Oronce Finée, mathématicien de quelque célébrité 
dans le seizième siècle. Se trompe ridiculement sur 
la quadrature du cercle et divers autres problèmes 
fameux , p. 2o3 , 264* Réfuté par Butéon , No- 
nius, etc., p. 204. 

Outhîer. Son déroulement approximatif de la cir- 
conférence , p. 276. 

p 

Paraboliques, Voyez Courbes paraboliques, 

Philon de Byzance. Sa solutipn du problème des deux 
moyennes proportionnelles , p. 280 , 290. 

Philon de Gadare , ancien approximateur, p. 62. 

Platon, Il résout mécaniquement le problème de la 
duplication du cube, p. 221. Courbe que décrit 
l'instrument dont il se sert, p. 285. 

Pofygones inscrits et circonscrits au cercle, depuis 
80 côtés jusqu'à 5842880, p. 70. 

Porta {JeanrBaptisté) , médecin napolitain. Travaille 
sur les lunules circulaires , pour trouver la quadra- 
ture du cercle, et se trompe , p. 208. 

Proportion harmonique. Ce que c'est, p. 97, note. 

Q 

Quadratriee, Sa construction , p. 245. Ses propriétés 
dépendantes de la quadrature du cercle > p* 27. Leur 
inutilité pour y parvenir, p. 246. - 
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Quadrature du cercle. Ce que c'est, p. 3 , 22. Quadra- 
ture absolue , p. 23 ; approchée , p. 25 ; définie ou 
inde'finie, p. 27. Quelle est son utilité, p. 3o. Si 
elle sert aux longitudes, p. 3i. Elle est soupçonnée 
impossible par Wallis , p. 120. Tout le monde con- 
yient que Tindéfinie est impossible, p. 108. Dé- 
monstration qu'on en donne , ibid. Gregory pré- 
tend la quadrature définie impossible, p. 97, et l'on 
croit que sa démonstration est concluante, p. io3 ; 
observations à ce sujet, p« 277. 

Quadrature approchée des courbes, p. 176. 

Quarrer une surface. Ce que c'est , p. 4. 

R 

Rapport de la circonférence au diamètre. Voyez Cir- 
conférence. 

Rectification des courbe^. Ce qu'en pensaient Viète et 
Descartes, p. 54 , 27. Orfgine de ces idées, p. 267. 

Rectifier une courbe. Ce que c'est, p. 4, 26. 

Regiomontanus réfute le cardinal deCusa, p. 67, 202, 

Reimer {Nicolas^TJéodore). Son histoire de la dupli- 
cation du cube, p. 217. Sa version de l'épigramme 
à'ÈratosthhnCy p. 287. 

Romanus (Adrianus) donne une approximation en 
seize chifires, p. 61. Réfute Scaliger, p. 206. 

S 

Sarassa (le père^fe), défenseur de Grégoire de Saint- 
Vincent, écrit pour sa quadrature. Sa défense est 
savante et solide partout ailleurs que sur le point 
contesité , p. 89. 

Scaliger {Joseph). Sa pitoyable quadrature et ses au- 
tres prétentions réfutées , p. 2o5. 

Schwab. Sa méthode pour approcher du rapport de la 
circonférence au diamètre , p. 274. 

Séries. Voyez Suite. 
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Sharp {Thomas), Pousse rapproxiination de Ludolph 
à soixante-treize chiffres , p. i56. 

Simplicius cité ^ p. 38, 265. 

Simpson (Thomas). Sa méthode pour la sommation 
approchée des suites, p. 164. Moyen fort simple 
qu'il donne pour la quadrature des courbes par les 
ordonnées équidistantes , p. 190. 

Sluse (dé). Perfectionne la règle de Descartes , pour la 
construction des équations solides , p. 260. Résout 

- le problème des deux moyennes proportionnelles , 
d'une infinité de manières, ibid. 

Snellius (Tfillebrord). Moyens qu'il imagine pour 
rapprocher les limites de la circonférence du cercle , 
et les calculer avec moins de peine, p. 64. Ses autres 
découvertes et travaux dans ce genre , p. 66. 

Spirale. Son inutilité pour parvenir à la quadrature 
du^cercle, p. 27, 54, 245. 

Sporus, Sa solution peu différente de celle de Pappus, 
p. 289. 

Suite ou Série, Invention des suites par Newton , 
p. i3o. Suites parculièresdeGregory, p. i38. Diverses 
suites pour l'aire , pour l'arc , pour le sinus ou le 
cosinus, p. i35. Manière de les employer , p. i45, 
1489 i52. Manière de les sommer par approxima- 
tion, p. 162. 

T 

Tchimausen. Son addition au théorème de la lunule 
d'Hippocrate , p. 4oy i^ote. 

Trisection de l'angle. Problème solide et irrésoluble 
par la Géométrie élémentaire , p. 240 , 253. Ques- 
tions auxquelles on voit d'abord qu'elle se réduit , 
p. 240. Manières différentes dont les anciens les ré- 
solurent, p. 241* Solutions de Descartes, p. 259. 
Celle de Newton , p. 262. 
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Véga. Son expression du rapport de la drconfërence 
an diamètre , p. 282. 

Fikte. Ce qu'il pensait sur la rectification des courbes, 
p. 54 > 11 donne une expression en termes infinis pour 
représenter le cercle. Son approximation en onze 
chiffres , p. Sg. Autres inventions sur la mesure ap- 
prochée du cercle, p. 76 , note. 

Finceru (Grégoire de Saint-), géomètre célèbre. Re- 
cherche de bien des manières la quadrature du 
cercle, et croit enfin Tavoir trouvée, et même de 
plusieurs façons. Exposition de sa quadrature prin-> 
cipale, p. 7g. Elle est attaquée par Descartes , Hny- 
gens, Roberval, Mersenne, le P. Léotaud. Défendue 
par Sarassa et Aynscom. Histoire de cette querelle. Il 
est enfin terrassé par Huygens et le P. Léotaud, p. 87. 

w 

TVaUis. Il perfectionne rArithraétique des infinis, 
quarre un grand nombre de courbes, p. i t3. Il est 
arrêté au cercle , et imagine les interpolations. II 
donne par ce moyen la valeur du cercle en termes 
infinis, p. 118. Son sentiment sur l'impossibilité de 
la quadrature absolue du cercle, p. 120. 
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Véga. Son expression du rapport de la drconfërence 
an diamètre , p. 282. 

Fâte. Ce qu'il pensait sur la rectification des courbes, 
p. 54' 11 donne une expression en termes infinis pour 
représenter le cercle. Son approximation en onze 
chiffres , p. Sg. Antres inventions sur la mesure ap- 
prochée du cercle, p. 76 , note. 

yincent (Grégoire de Saint-), géomètre célèbre. Re- 
cherche de bien des manières la quadrature du 
cercle y et croit enfin Tavoir trouvée, et même de 
plusieurs façons. Exposition de sa quadrature prin- 
cipale , p. 79. Elle est attaquée par Descartes , Huy- 
gens, Roberval, Mersenne, le P. Léotaud. Défendue 
par Sarassa et Aynscom. Histoire de cette querelle. Il 
est enfin terrassé par Huygens et le P. Léotaud, p. 87. 

w 

TVallis. Il perfectionne l'Arithmétique des infinis, 
quarre un grand nombre de courbes, p. i t3. Il est 
arrêté au cercle , et imagine les interpolations. II 
donne par ce moyen la valeur du cercle en termes 
infinis, p. 118. Son sentiment sur l'impossibilité de 
la quadrature absolue du cercle, p. 120. 
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Véga. Son expression du rapport de la drconfërence 
an diamètre , p. 282. 

Fiite, Ce qu'il pensait sur la rectification des courbes, 
p. 54. Il donne une expression en termes infinis pour 
représenter le cercle. Son approximation en onze 
chiffres , p. Sg. Autres inventions sur la mesure ap- 
prochée du cercle, p. 76 , note. 

Finceru (Grégoire de Saint-), géomètre célèbre. Re- 
cherche de bien des manières la quadrature du 
cercle, et croit enfin Tavoir trouvée, et même de 
plusieurs &çons. Exposition de sa quadrature prin-> 
cipale, p. 79. Elle est attaquée par Descartes , Huy- 
gens, Roberval, Mersenne, le P. Léotaud. Défendue 
par Sarassa et Aynscom. Histoire de cette querelle. Il 
est enfin terrassé par Huygens et le P. Léotaud, p. 87. 

w 

TVallis. Il perfectionne l'Arithmétique des infinis, 
quarre un grand nombre de courbes, p. i t3. Il est 
arrêté au cercle , et imagine les interpolations. Il 
donne par ce moyen la valeur du cercle en termes 
infinis, p. 118. Son sentiment sur Timpossibitité de 
la quadrature absolue du cercle, p. 120. 
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Véga. Son expression du rapport de la circonférence 
an diamètre , p. 282. 

f^hkte. Ce qu'il pensait sur la rectification des courbes, 
p. 54 > 11 donne une expression en termes infinis pour 
représenter le cercle. Son approximation en onze 
chiffres y p. 69. Autres inventions sur la mesure ap- 
prochée du cercle, p. 76 , note. 

Vincent {Grégoire de Saint-), géomètre célèbre. Re- 
cherche de bien des manières la quadrature du 
cercle, et croit enfin Tavoir trouvée, et même de 
plusieurs Caçons. Exposition de sa quadiature prin- 
cipale, p. 79. Elle est attaquée par Descartes , Huy- 
gens, Robcxval, Mersenne, le P. Léotaud. Défendue 
par Sarassa et Ay nscom . Histoire de cette querelle. Il 
est enfin terrassé par Huygens et le P. Léotaud, p. 87. 

w 

TVallis. Il perfectionne TArithmétique des infinis, 
quarre un grand nombre de courbes, p. it3. Il est 
arrêté au cercle , et imagine les interpolations. II 
donne par ce moyen la valeur du cercle en termes 
infinis, p. 118. Son sentiment sur Timpossibitité de 
la quadrature absolue du cercle, p. 120. 
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